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Université deNice-SophiaAntipolis
DEUG Premi�ere annéeSM,MP,MI
UECSEEA
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Cours d’introduction aux systèmes numériques

Université de Nice-Sophia/Antipolis - Département eea - Laboratoire I3S - DEUG 1 - premier semestre.

Plan

1 - Introduction

2 - Représentation des nombres dans les systèmes numériques

3 - Les bases de la conception d’un système numérique

4 - Quelques notions d’optimisation lors de la conception

3

Cours d’introduction aux systèmes numériques

Université de Nice-Sophia/Antipolis - Département eea - Laboratoire I3S - DEUG 1 - premier semestre.

1820 : Découverte du courant électrique,

1870 : Invention du téléphone sur fil

1900 : Transmission de signaux par voie hertzienne :

Télégraphe sans fil, radar

1920 : Premier ordinateur utilisant des relais

1946 : Apparition du premier ordinateur à tubes à vides (ENIAC)

1950 : Construction des premiers transistors

1960 : Construction des premiers circuits intégrés

(quelques centaines de transistors sur un centimétre carré : SSI)

Introduction (1): Historique de l’électronique
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Universitéé de Nice Sophia Antipolis −  Déépartement EEA −  Laboratoire I3S DEUG 1 −  premier semestre

Introduction (2) : Histoire de l’éélectronique 

2 �  Repr �� sentation des entiers relatifs

Intéégration plus importante du nombre de transistor sur la mêême surface :

1970: plusieurs dizaines de milliers de transistors (MSI, 10 micron).

1980: plusieurs centaines de milliers de transitors (LSI, 1 micron).

1990: plusieurs millions de transistors (VLSI, 0,35 micron).

2000: plusieurs dizaines de millions de transistors (VLSI, 0,12 micron).

Enjeu ééconomique et militaire.
44

Quelques chiffres :
−  15 milliards de circuits intéégr�� s par an,
�  2 millions de transistors par seconde.fabrication de : 

(ex: Pentium 4 : 55 millions de transistors)
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Vers le  « tout num�� rique »

2 −  Repréésentation des entiers relatifs

Un exemple :  éévolution technologique du ttééllééphone
1900 : transmission analogique par fils, commutateurs �� lectroméécaniques.

1970 : numéérisation du rééseau entre centraux, la transmission reste
analogique entre le poste de l’ abonnéé et le central local.

1995 : portables,GSM :  transmission  numéérique de l’ appelant à l’ appeléé..

Autocom Autocom

Autocom Autocom

Autocom Autocom

1001

1001 10011001

55
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Pourquoi cette éévolution ?

2 −  Repréésentation des entiers relatifs

66

Transmission analogique Transmission numérique

Ensemble continu de valeurs

Transmission

Trop sensible aux fluctuations
et aux parasites.

55 99 11 010110011011

Codage binaire

Transmission

0101100110115  9  11

00

11
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Pourquoi cette éévolution  (2) ?

2 −  Repréésentation des entiers relatifs

77

Int� r � t
du 

codage
binaire

Puissants outils math� matiques
((algèbre de Boole))

−  {présence, absence} de courant
−  système {ouvert,fermé}
−  surface avec {creux,bosses}
− aimantation {nord,sud}

Beaucoup de systèmes 
ont deux états physiques

−  simplification de systèmes
−  équivalence de systèmes
−  correction d’ un signal erroné

Universit��  de Nice Sophia Antipolis − Déépartement EEA − Laboratoire I3S DEUG 1 − premier semestre 88

Enregistrement par gravure :

− sensibles aux poussières et aux rayures

Disques 78, 45, 33 Tr (vinyle)

Enregistrement Analogique : 
microsillon dont l’épaisseur varie avec l’intensité du signal

Compact disque
Enregistrement Numérique : 
alternance de creux et de plats

Applications Audio
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Le codage binaire : 1 − Représentation des entiers naturels
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Binaire naturel :

D�cimal � > Binaire naturel : m� thode des divisions successives

Sens de recopie

20 22
10 2200

5500 22
2211 22

1100 22
0011

(20)  = (10100)10 22

Binaire naturel −> Décimal : multiplication par les puissances 
                                              de deux croissantes

((10100) = 11. 2  + 00. 2  + 11. 2  + 00. 2  + 00. 244 33 22 11 00
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Le codage binaire : 1 − Représentation des entiers naturels

12

Décimal codé binaire naturel (DCBN) :
Chaque chiffre décimal est codé séparément en binaire :

0 0 
1 

Base 10 Base 2

2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

1 
10 
11 

100 
101 
110 
111 

1000 
1001 
4 bits !{{

Exemple : (12244)  = ( 0001 0010  0100 ))
10 DCBN

Avantage : facilité de conversion

Inconvénients :
− Toutes les combinaisons ne sont pas utilisées,

− Code pondéré de façon non linéaire.

( 21 )
10

( 1 0 1 0 1 )
22

11. 2  00. 2  11. 2  00. 2  00. 244 33 22 11 00

( 0010 0001 )
DCBN

10.2  0.2   00.2  00.2  00.2  11.2
0011 00112233
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Signe          valeur absolue

Le binaire signéé :

Le bit de poids le plus fort
repréésente le signe du nombre {{

00 ++
11 −−

1 bit                n−1 bits

33
+ −3

00

11     011
+111

010

Compléément
à deux

11     011
+101
000???
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Le codage binaire : 2 �  Repr�sentation des entiers relatifs
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Le codage binaire : 2 − Représentation des entiers relatifs

14

D�cimal � > binaire sign�  :  

10

22

Binaire signé −> Décimal :

1 − Codage du signe

2 −  Codage en binaire naturel de la valeur absolue,
       substitution des 0 par des 1 et des 1 par des 0, ajout de 1

(−3)   => bit de poids  le plus fort égal à 1

Ainsi (3)   = (11)  ,  11=>00, 00+1= 01, 
D’ou (−−3)   = (11 01) 

1 �  D� termination du signe : (11 0 1)  => nombre n�gatif

10

10 BS

2 −  Isoler la valeur absolue, substitution des 0 par des 1 et 
des 1 par des 0, ajout de 1. 01 =>10, ajout de 1 => 11, soit −−3 
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Démonstrationde la r �egledu complément �a deux

Remarque préliminaire 1 :

n−1
∑

i=0

2 i = 2n − 1

En effet lespuissancesdedeux,formentunesuitegéoḿetriqueUi = 2 i de raisonq = 2 et de
premiertermeU0 = 1 donc

n−1X

i=0

qi = U0.
1 − qn

1 − q
=

1 − 2n

1 − 2
= 2n − 1

Remarque préliminaire 2 :

Tousnombreentiernaturel peutsecodercommela sommepond́eréedespuissancesdesabaseb,
quelquesoit cettebase.

∀X ∈ IN, ∃ xi tel queX =
n−1X

i=0

xi.b
i et0 6 xi < b

Pourvousenconvaincre,rappellez-vousparexemplequ'enbase10,le nombre1435 estbienégal
�a1.103 + 4.102 + 3.101 + 5.100 ...

En particulierenbinaire,nouspouvonsécrire:

X =

n−1X

i=0

xi.2
i tel que0 6 xi < 2 .

Nouscherchonsdonc�acaract́eriserun nombreY tel queX + Y = 0, nombrequenouspourrons
nommerparla suite:−X.

Vu quele formatbinairedesnombresestlimit é �an bits,toutbit suppĺementaireissuden'importe
quelleopérationarithmétiquesur cesnombresseraperdu; ce qui revient �a dire que les opérations
arithmétiquessefont modulo2n ...

En conśequence,l' équationpréćedentes'écrit enfait :

X + Y = 0 mod(2n)

PourX donńe, tout Y qui véri�e cetteéquationserasolution.Intéressons-nousenparticulierauY

qui véri�e :

X + Y = 2n
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Cequi s'écrit également:
Y = 2n − X

Par la remarque2, nouspouvonsdoncaf�rmer que

Y = 2n −

n−1X

i=0

xi.2
i

etparla remarque1 que

2n =

n−1X

i=0

2 i + 1

d'o �u

Y =

n−1X

i=0

2 i −

n−1X

i=0

xi.2
i + 1 =

n−1X

i=0

(2 i − xi.2
i) + 1 =

n−1X

i=0

(1 − xi).2
i + 1

or xi estégal�a0 ou �a 1 (vu queb= 2 etque0 6 xi < b...), donc
– xi = 0 → 1 − xi = 1
– xi = 1 → 1 − xi = 0

Restreintau binaire,la fonction f dé�ni par f(x) = 1 − x correspond�a la fonction booĺeenne
“négation”.Surl'ensemble{0, 1}, nouspourronsdoncécriref(x) = 1 − x = x.

Finalement

Y =

n−1
∑

i=0

xi.2
i + 1

sommequel'on cherchera�a identi�er avecla décompositiondeY enbinaire,c'est �adire :

n−1X

i=0

yi.2
i

cequi revient �a inverserchaquebit xi, puis �aajouterla valeur1 aunombreobtenu,CQFD.

Remarque : la démonstrationpréćedenten'a passépaŕe le bit designedesautresbits et ne parle
jamaisde“nombresnégatifs”.Ceciadeuxconśequencesfortes:

– Nouspourronsgérerle bit designe�apart(ounon...) lorsdel'opérationdecompĺement�adeux

– Les nombresque l'on quali�era de “négatifs” correspondront�a une translationde 2n−1 de
nombrespositifsprivésdeleurbit depoid fort ...
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Cours d’introduction aux systèmes numériques

Université de Nice-Sophia/Antipolis - Département eea - Laboratoire I3S - DEUG 1 - premier semestre.

Le codage binaire : 3 - Notion de format

Notion de format :

un système numérique se trouve limité par le format des données
qu’il est capable de traiter.

Etendue de l’échelle de numération (n bits) :

Binaire naturel : [0,2n-1]

DCBN (n doit être un multiple de 4) : [0,10n/4-1]

Binaire signé ; [-2n-1,+2n-1-1]

Exemple : pour les microprocesseurs 32 bits actuels
Binaire naturel : [0,4 294 967 295]
DCBN : [0,99 999 999],
Binaire signé : [-2 147 483 648, +2 147 483 647].

Universit��  de Nice Sophia Antipolis �  Déépartement EEA − Laboratoire I3S DEUG 1 − premier semestre

Binaire signé :  nombres caractéristiques

16

n=2 n=8 n quelconque

00 00000000 0     ...    000

01 00000001 0    ...   0111

11 11111111 1     ...    1−1

01 01111111 01    ...   12     −1n−1

10 10000000 10    ...   0� 2   
n� 1

n fois

n−1 fois

n fois

n−1 fois

n−1 fois

Universitéé de Nice Sophia Antipolis �  D�� partement EEA �  Laboratoire I3S DEUG 1 �  premier semestre

Comment modééliser
le systèème ?

Comment concevoir un systèème ?

Comment rééaliser
le systèème ?

17

Les bases de la conception num�� rique

Camééra CCD Audine
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1001 0111
Solution : ajout d’un bit de paritéé

Principe : ajouter ‘‘1’’ si le nombre de bits est impair sinon ajouter ‘‘0’’

Nombre de bits à ‘‘1’’ transmis toujours pair

Demande de
retransmission

Exemple : Code de parit��

0001 0111   ???

1 1001 0111 1 0001 0111

18
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Les circuits logiques de base

19

AA BB A+B
00 00 00
00 11 11
11 00 11

11 11 11

L’opérateur OU::
AA BB A . B
00 00 00
00 11 00
11 00 00

11 11 11

L’opérateur ET::

&&

AA AA

00 11

11 00

L’opérateur NON::

11
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Mod� lisation d'un système num�r ique

20

Table de vérité :

Pour chaque combinaison des entrées, 
indiquer la valeur de la sortie

S = E1 .. E0 ++ E1 .. E0

Equation logique :

E1 E2 SS
00 00 00
00 11 11
11 00 11

11 11 00

La sortie vaut 1 lorsque E1=0 et E0=1 ou lorsque E1=1 et E0=0
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Modélisation d’un système numérique

21

Spécification : ajouter ‘‘1’’ si le nombre de bits est impair

Table de vérité

Equation :                 S = E1 . E0 + E1 . E0

Logigramme :

E1 E0

SS

Universitéé de Nice Sophia Antipolis − Déépartement EEA − Laboratoire I3S DEUG 1 − premier semestre

Exemple de circuits disponibles

5V

0V

7404 : 6 x NON 7408 : 4 x ET7432 : 4 x OU

22

5V

0V

5V

0V
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Trois critères : Coût, Vitesse, Encombrement

23

Coût:  3 cicuits à 0.5 euro (sous−utilisation)

E1 E0

SS

Vitesse:  1 / 30 ns = 33,3 Mhz

Encombrement :  3 circuits de 2 par 0.5 cm, les connections 
représentent, en moyenne 5% à 10% de la taille des circuits

10ns

10ns

10ns
10ns
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Cours d’introduction aux systèmes numériques

Université de Nice-Sophia/Antipolis - Département eea - Laboratoire I3S - DEUG 1 - premier semestre.

Comment r�duire les trois crit�res ?

Modélisation par table de vérité

Modélisation par équation logique

Choix des composants

Les diff�rentes �tapes de la conception :

Pas d'optimisation possible

Utilisation des propri�t�s de
l'alg�bre deboolepour r�duire
l'expression de l'�quation
logique

Optimisation du choix des composants.



Chapitr e2

Simpli�cation dessyst�emesnumériquespar
alg�ebre deBoole

2.1 Notations introductives
On dé�nit IB l'ensembledesvaleursbooĺeennes.

IB = {0, 1} = {faux, vrai} = {fermé, ouvert}
ou toutensemble�a deuxvaleursdiscr�etesindépendantes.

Toutefonctionbooĺeenneassocie�a un ensembledevariablesbooĺeennesuneet uneseulevaleur
booĺeenneappeĺe imagedef etnot́eef(x1, . . . , xn).

IBn −→ IB
(x1, . . . , xn) 7−→ f(x1, . . . , xn)

2.2 Produits fondamentaux et forme canonique
Dé�nition : On appelleproduit fondamentalou Minterme, tout produitqui contienttouteslesva-
riablesbooĺeennescompĺement́eesou non.

Py1,...,yn
(x1, . . . , xn) =

Q n

i=1
vi tel que vi =

�
xi si yi = 1
xi si yi = 0

(y1, . . . , yn) permetd'indenti�er chaqueproduitenlui donnantun numéro(ici cod́e enbinaire).No-
tonsquecesproduitspeuventégalements'écriresousla forme:

Py1,...,yn
(x1, . . . , xn) =

Q n

i=1
vi tel que vi = xi.yi + xi.yi

Remarque :

Pourunecombinaisond'entrée, le produit fondamentalassocíe, correspondau produit desva-
riablesxi d'entréesdetellesortequexi = 0 apparaissecompĺement́ee.

13



14 Électronique Numérique

Exemple: Consid́eronstroisvariablesbooĺeennesE1, E2, E3

P101(E1, E2, E3) = E1.E2.E3 (pardé�nition)

notonsque(E1, E2, E3) = (1, 0, 1) ⇐⇒ E1.E2.E3 = 1

E1.E2.E3 estun produitfondamentalalorsqueE1.E2 nel'est pasvu l'absencedeE3.

Remarque : CommeIB estdiscretet �ni, l'ensembledetouteslescombinaisonspossiblesdesva-
riablesbooĺeennesestégalementdiscretet �ni. Il estpossibled'énuḿerertoutesles con�gurations
desn variablesbooĺeenne(card(n) = 2n) et la valeurassocíee.Cettedé�nition parénuḿerationdes
imagesdela fonctionestappeĺeetabledevérité :

x y z t f(x, y, z, t) Mintermesimpliquants
0 0 0 0 1 x.y.z.t

0 0 0 1 1 x.y.z.t

0 0 1 0 0
0 0 1 1 1 x.y.z.t

0 1 0 0 0
0 1 0 1 1 x.y.z.t

0 1 1 0 0
0 1 1 1 1 x.y.z.t

1 0 0 0 0
1 0 0 1 0
1 0 1 0 0
1 0 1 1 0
1 1 0 0 0
1 1 0 1 0
1 1 1 0 1 x.y.z.t

1 1 1 1 0

Chaqueligne correspondexactement�a un Minterme.Commeune variablebooĺeennen'a que
deuxvaleurspossibles(ici 0 et1), la connaissancedesmintermesqui forcentl'image dela fonction �a
1 estsuf�sante poursṕeci�er compl�etementla dite fonction.Elle estégalementnécessaire �acausede
la propríet́e : x + 1 = 1 quenousverronsdansun prochainchapitre.

CesMintermessontd'ailleursaussidesimpliquantsdela fonctionconsid́eŕee.Eneffet,onappelle
d'impliquantdef tousproduits(etmêmetoutesfonctions)dontl' évaluation�a1 impliquel' évaluation
�a1 def

L'ensembledesMintermesimpliquantsdef estappeĺecouverturedef etnot́e{f . Nouspouvons
desuiteremarquerque:

card({f) 6 2n
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Propri été fondamentale:

Toutefonctionbooĺeennecompl�etementsṕeci� éepeuts'exprimercommeunesommeuniquede
Mintermesimpliquants.Cetteformeestappeĺeecanoniquedisjonctive1.

f(x1, . . . , xn) =
∑

i

Pi(x1, . . . , xn) tel quePi(x1, . . . , xn) ∈ { f

Surl'exemplepréćedent{ f = {x.y.z.t, x.y.z.t, x.y.z.t, x.y.z.t, x.y.z.t, x.y.z.t}

doncf(x, y, z, t) = x.y.z.t + x.y.z.t + x.y.z.t + x.y.z.t + x.y.z.t + x.y.z.t

et cetteexpressionestuniqueauxpermutationsprêt devariablesetdeproduits.

De la dé�nition dela couverture,nouspouvonségalement́ecrireque:

{f(x1,...,xn) = {P

i

Pi(x1,...,xn) =
⋃

i

{Pi(x1,...,xn)

2.3 Opérateur logique de base et algèbre de Boole
Surl'ensembleIB = {0, 1}, nouspouvonsdé�nir lestrois fonctionsbooĺeennesdebase(appeĺees

égalementopérateurslogiquesdebase): ET, OU, NON qui ont ét́e introduit auchapitrepréćedent
parleur tabledevérité :

ET
x y x.y

0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

OU
x y x + y

0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1

NON
x x

0 1
1 0

IB muni decestr ois lois decompositioninterne,dé�nit unealgèbre de Boole car cettealg�ebre
véri�e lesdix propri étéssuivantesqui forment l'axiomatique de base:

– ∀(x, y) ∈ IB2, x + y = y + x (A1 : commutativité de +)

– ∀(x, y) ∈ IB2, x.y = y.x (A2 : commutativité de .)

1“Canonique” qualifie la propriété d’unicité de la représentation, propriété très intérèssante pour comparer deux fonc-
tions entre elles par exemple.
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– ∀(x, y, z) ∈ IB3, (x + y) + z = x + (y + z) (A3 : associativité de +)

– ∀(x, y, z) ∈ IB3, (x.y).z = x.(y.z) (A4 : associativité de .)

– ∀(x, y, z) ∈ IB3, x.(y + z) = x.y + x.z (A5 : distributivité de .)

– ∀(x, y, z) ∈ IB3, x + (y.z) = (x + y).(x + z) (A6 : distributivité de +)

– ∀x ∈ IB, x + 0 = x (A7 : élément neutre pour + )

– ∀x ∈ IB, x.1 = x (A8 : élément neutre pour . )

– ∀x ∈ IB, x + x = 1 (A9 : complémentation)

– ∀x ∈ IB, x.x = 0 (A10 : complémentation)

Sur cette algèbre, il est maintenant possible de démontrer la liste non exhaus-
tive des théorèmes suivants (excellents exercices d’Algèbre, beaucoup moins triviaux
qu’ils n’y paraissent au premier abord ...) :

– ∀x ∈ IB, x + x = x (T1 : idempotence)

– ∀x ∈ IB, x.x = x (T2 : idempotence)

– ∀x ∈ IB, x + 1 = 1 (T3 : absorption)

– ∀x ∈ IB, x.0 = 0 (T4 : absorption)

– ∀(x, y) ∈ IB2, x.y + x = x (T5 : absorption)

– ∀(x, y) ∈ IB2, (x + y).x = x (T6 : absorption)

– ∀(x, y) ∈ IB2, x.y + x = x + y (T7 : absorption)

– ∀(x, y) ∈ IB2, x.(y + x) = x.y (T8 : absorption)

– ∀(x, y, z) ∈ IB3, x.y + y.z + x.z = x.y + x.z (T9 : consensus)
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– ∀(x, y, z) ∈ IB3, (x + y).(y + z).(x + z) = (x + y).(x + z) (T10 : consensus)

– ∀(x, y) ∈ IB2, x.y = x + y (T11 : Th de Morgan)

– ∀(x, y) ∈ IB2, x + y = x.y (T12 : Th de Morgan)

ParexempleT1 peutsedémontrerainsi:

x = x + 0 (A7)
= x + (x.x) (A10)
= (x + x).(x + x) (A6)
= (x + x).1 (A9)
= (x + x) (A8)
= x + x

et surtoutpasdela mani�eresuivantequi présupposela démonstrationdeT3 :

x = x.1 (A9)
= x.(1 + 1) (T3 !!!)
= (x.1) + (x.1) (A5)
= x + x (A9)

Remarque1 :

On notela secondepropríet́ededistributivité (A6) sṕeci�que decettealg�ebre.

Remarque2 :

En fait, �a chaquepropríet́esurl'addition, correspondunepropríet́e “de mêmeforme” surle pro-
duit. Ondit quelesdeuxopérateurssontduaux.

2.4 Simplification algébrique

2.4.1 Dé�nition et propri étéscomplémentaires

dé�nition

Onappelleimpliquantpremierdef toutproduitimpliquantdef qui nepeutpassesimpli�er avec
unautreproduit.

Exemple: Consid́eronsla fonctionf dé�nie parf(x, y, z) = x.y + x.y.z + x.y.z

– x.y estun impliquantpremier,
– x.y.z estun impliquantnonpremiercaril peutêtreabsorb́eparx.y,
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– x.y.z estun impliquantnonpremiercaril peutsesimpli�er avecx.y.z

Propri été fondamentale2 :

Toute expression de fonction booléenne peut se simplifier
en une somme d’impliquants premiers.

Surnotreexemple,

f(x, y, z) = x.y + x.y.z + x.y.z

= x.y + x.y.z + x.y.z + x.y.z

= (x.y + x.y.z) + (x.y.z + x.y.z)
= x.y + y.z

2.4.2 R�eglesdesimpli�cation

A partir de la forme canoniqueou d'une sommede produitsquelconques,nousallonspouvoir
appliquerjudicieusementlesrêglesdel'alg �ebredeBoolepoursimpli�er l'expressiondela fonction.
Pourcela,nousallonsalternerdesphasesderegroupementsdeproduits(A5 et A9) et d'absorption
deproduits(T5 ou T9) jusqu'�aobtenirunesommed'impliquantpremier.

Dansla phasederegroupementdeproduits,la propríet́e d'idempotence(T1) x + x = x esttr�es
utile carellepermetdedédoubler�a volont́e touslestermes.

Parexemplef(x, y, y) = x.y.z + x.y.z + x.y.z

peutsesimpli�er comme:

– y.z + x.y.z

– oux.y.z + x.z

maisgrâce�a la propríet́ed'idempotence,nouspouvonségalement́ecrire:

f(x, y, z) = x.y.z + x.y.z + x.y.z + x.y.z

d'ou f(x, y, z) = y.z + x.z

Danslaphased'absoptiondeproduits,nouspouvonsutiliserlesrêglescorrespondantesdel'alg �ebre
deBoolemaiségalementunedesquatrepropríet́essuivantesqui sontbeaucoupplusgéńerales:

Propri été d'absoption généralisée1 :
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∀(x1, . . . , xn) ∈ IBn

P (x1, . . . , xn) + P ′(x1, . . . , xn) = P (x1, . . . , xn) ssi

{ P ′ ⊂ { P

Propri été d'absorption généralisée2 :

∀(x1, . . . , xn) ∈ IBn

P (x1, . . . , xn) + P ′(x1, . . . , xn) + P ′′(x1, . . . , xn) = P (x1, . . . , xn) + P ′′(x1, . . . , xn) ssi

{ P ′ ⊂ ({ P

⋃

{ P ′′)

Or pourunefonctionquelconquef , noussavonsque{f =
⋃

i

{Pi
o�u Pi estun impliquantpremier.

doncnouspouvonsappliquerlesdeuxpropríet́esd'absorptions1 et 2 surchaqueproduit impli-
quantpremierdef et écrirelesdeuxpropríet́es3 et4 qui suivent:

Propri été d'absoption généralisée3 :

∀(x1, . . . , xn) ∈ IBn

f(x1, . . . , xn) + g(x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn) ssi

{ g ⊂ { f

Propri été d'absorption généralisée4 :

∀(x1, . . . , xn) ∈ IBn

f(x1, . . . , xn) + g(x1, . . . , xn) + h(x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn) + h(x1, . . . , xn) ssi

{ g ⊂ ({ f

⋃

{ h)
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Remarque :

Lespropríet́esd'absorptionetdeconsensusdel'alg �ebredeboolesontinclusesdanslespropríet́es
d'absorptiongéńeraliśees.

ParexempleT5 : x.y + x = x peutsedémontrerparlescouvertures:

{x.y = {x.y}, {x = {x.y, x.y} or {x.y ⊂ {x

Demêmele théor�emeduconsensusT10 : x.y + y.z + x.z = x.y + x.z peutégalementsedémontrer
parlescouvertures:

{x.y = {x.y.z, x.y.z}, {y.z = {x.y.z, x.y.z}, {x.z = {x.y.z, x.y.z}

or {y.z ⊂ ({x.y

⋃

{x.z)

Avec un légerabus de langage,nouspourrionspresquedire que le termey.z a ét́e “ �a moitié”
absorb́eparx.y et “ �amoitié” absorb́eparx.z.

2.5 Exemple complet

Consid́eronsle sch́emaélectroniquesuivant:
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d

c

a

b

c

a

b
c

S

Decesch́ema,il esttoujourspossiblederetrouveruneexpressiondela fonctionS (ennotant�a la
sortiedechaqueportelogiquela sous-fonctionassocíeeparexemple),

ainsi:

S = a.c.d + d (a.c + b.c) + d (a.c + a.b.c) + a (b.c + b.c)

Nousallonsd'aborsdévelopperS commeunesommedeproduits(A3,A4,A5), ordonnerlesva-
riables(A1,A2) et supprimerlesproduitsendoubleparidempotence(T1) :

S = a.c.d + a.c.d + b.c.d + a.c.d + a.b.c.d + a.b.c + a.b.c

Nousallonsmaintenantregrouperetabsorberlesproduits.On remarqueque:

a.b.c + a.b.c.d = a.b.c (T5)

demême a.c.d + b.c.d + a.b.c = a.c.d + a.b.c

eneffet :

{a.c.d = {a.b.c.d, a.b.c.d},
{b.c.d = {a.b.c.d, a.b.c.d},
{a.b.c = {a.b.c.d, a.b.c.d}
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or {b.c.d ⊂ ({a.c.d

⋃

{a.b.c) d'ou S = a.c.d + a.c.d + a.c.d + a.b.c + a.b.c

Ensuitele produita.c.d sesimpli�e aveca.c.d eta.c.d (A5,A9). Nousle dédoubleronsd'aborspar
idempotence(T1) :

S = a.c.d + a.c.d + a.c.d + a.c.d + a.b.c + a.b.c

d'ou S = a.d + a.c + a.b.c + a.b.c

= a.d + a.c + a.c

= a.d + c

cequi donnele sch́ema�nal suivant:

S
c

a
d

2.6 Fonctions booléennes non-simplifiables

Sur IBn, il existedeuxuniquesfonctionsF et G totalementinsimpli�ables! Cesdeuxfonctions
véri�ent lespropríet́essuivantes:

– F (x1, ..., xn) = G(x1, ..., xn)
– card(CF ) = card(CG) = 2n−1

– chaqueproduitdiff �ereaumoinsdedeuxvariablesavectoutautreproduit.

Pourtroisvariables,nousobtenons:

F (a, b, c) = a b c + a b c + a b c + a b c

G(a, b, c) = a b c + a b c + a b c + a b c

Pourtantil estquandmêmepossiblede leur donnerunerepŕesentationcondenśee.Pourcela,on
dé�nit l'opérateurOU EXCLUSIF (⊕) dontla tabledevérité est:

x y x ⊕ y

0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

et la fonctiondé�nie par: x ⊕ y = x y + x y.

OnremarquequeOU EXCLUSIF diff �eredu OU classiqueparla derni�erelignedela tabledevérité.
Nousallonségalementnousintéresser�ax ⊕ y aussiappelĺe “comparateurbinaire” qui renvoit “1” si
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x ety sontégaux:

x ⊕ y = x y + x y

= (x y).(x y)

= (x + y).(x + y)

= x x + x y + y x + y y

= x y + x y

Pourle cas�a troisvariables,noustrouvons:

F (a, b, c) = a b c + a b c + a b c + a b c

= a.(b c + b c) + a.(b c + b c)

= a.(b ⊕ c) + a.(b ⊕ c)

Posonsy = b ⊕ c. Danscecas:

F (a, b, c) = a y + a y = a ⊕ y

= a ⊕ b ⊕ c (il estsous-entenduici que⊕ estassociatif,cequi esteffectivementvrai)

doncG(a, b, c) = a ⊕ b ⊕ c

En�n, dansle casgéńeral,on peutmontrerque:

F (x1, ..., xn) = x1 ⊕ ... ⊕ xn

G(x1, ..., xn) = x1 ⊕ ... ⊕ xn
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Chapitr e3

Simpli�cation par table deKar naugh

3.1 Introduction

Nous avons vu dansle chapitrepréćedentl'importancedesrêglesalgébriquespour simpli�er
une fonction booĺeenne.Nous avons égalementvu qu'une simpli�cation pouvait se faire suivant
différentesvoieset aboutir �a dessolutionsdifférenteset équivalentes.Mais il faut garder�a l'esprit
qu'unemauvaiseutilisationdecesrêglespeutconduire�a uneimpasse,c'est �a dire �a uneexpression
qui peutencoresesimpli�er �aconditiondered́eveloppercertainstermes.

Consid́eronsparexemplela fonctionf(x, y, z) = x y + x y z. L'expressionassocíee�acettefonc-
tion semblêetresimpli� éeaumieux.Pourtant:

x y + x y z = x y z + x y z + x y z

= x y z + x y z + x y z + x y z

= x y + y z

De plus, la tablede vérité n'est pasunerepŕesentationpratiquepour simpli�er uneexpression
booĺeenne�acausedesr�eglesalgébriquesprincipales�autiliser :

x y + x y = x(y + y) = x.1 = x

x y + x = x

Pourl'exemple,consid́eronsla tabledevérité suivante:

25
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x y z t f(x,y,z,t)
0 0 0 0 1
0 0 0 1 1
0 0 1 0 0
0 0 1 1 1
0 1 0 0 0
0 1 0 1 1
0 1 1 0 0
0 1 1 1 1
1 0 0 0 0
1 0 0 1 0
1 0 1 0 0
1 0 1 1 0
1 1 0 0 0
1 1 0 1 0
1 1 1 0 0
1 1 1 1 0

Surcettetable,on voit d'un coupd'oeil quex.y.z.t etx.y.z.t sesimpli�ent. Par contrela simpli-
�cation dex.y.z.t, x.y.z.t, x.y.z.t, x.y.z.t estdéjamoinsévidente!

Il estdoncsouhaitabledeconstruireunetabletelle quelesproduitssusceptiblesdesesimpli�er
“naturellement”seretrouventensemblegéographiquement.C'est l'objectif dececours!

3.2 Table de simplification : première tentative
Chaqueproduitsevoit associerunecasedontlescoordonńeesindiquentlesvariablesimpliquées

dansceproduit.Onobtientdecettemani�erela tablequi suit :

00

00
xy

zt

1

0

0

0 0 0 0

1

1

0 0 0

01

01 10 11

10

11

0

0

1

1

FIG. 3.1– Premi�eretentative

Surcesch́emanousvoyonseffectivementquex.y.z.t et x.y.z.t vont ensemble.Par contrenous
nenousapercevonspasquex.y.z.t etx.y.z.t pourraitsesimpli�er si nécessaire.
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Par contredanscertainscas,dessinezla table de simpli�cation ainsi, peut conduire�a une in-
terpŕetationérrońee.

Consid́eronsparexemplela fonctiong(x, y, z) = x y z + x y z. Notremodederepŕesentationa
tendance�aassemblerlesdeuxproduitsalorsqu'ils nesesimpli�ent pas!

00

0 1

01 10 11

0

01

0 00

1

0
z

xy

FIG. 3.2– Mauvaisregroupement

3.3 Table de simplification : seconde tentative

Nousavonstent́edansle paragraphepréćedentd'associergéographiquementchaqueproduit �aune
cased'un tableau(sansrésultattr�esprobant).Or nousavonsoubliéquelesproduitsqui sesimpli�ent,
n'ont entreeuxqu'un seulchangementbinaire.D'o �u l'id éededessinerunetable�a deuxdimensions
avecuncodagesṕecialdescasesqui respectecetteloi dechangementbinaire(tabledeKarnaugh).

00

00

11

10

01 11 10
xy

zt

1 01

0 0

0

0 0 0 0

1 1

1

0 0 0

01

FIG. 3.3– tabledeKARNAUGH assocíee�a la tabledevérité

Maintenantnousvoyonsnettementmieuxlesproduitsqui sesimpli�ent (casesentouŕees).Chaque
regroupementsecaract́erisepardesinvariantssurlesvariablesd'entrées.Par exemplele “grand” re-
groupementvéri�e “x toujourségal�a0” et “ t toujourségal�a1”. Il repŕesentedoncle produitx t. De
mêmele “petit” regroupementestassocíe �ax y z.

Commeparhasardf(x, y, z, t) = x t + x y z et cetteexpressionestsimpli� éeaumieux!
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Remarque :
Chaqueregroupementdoit impérativementcontenir2n cases.Nouscomprendronspourquoidans

un prochainparagraphe.

3.3.1 Codede Gray cyclique

Cecodagesṕecialestdénomḿe GRAY du nomdesoninventeur. Il est �a noterqu'il estaussitr�es
utilisédanslescapteursphysiques.

Voici le codedeGray �adeuxbitspourdeuxvariablesx ety :

x y

0 0
0 1
1 1
1 0

On notedesuitequececodeestcycliquecar il n'y a qu'UN changementbinaireentre10 et 00.
On noteégalementquele codeparcourudansl'autre sensestégalementun codedeGray.

Cecodea la propríet́e intéressantedepouvoir deconstruirerécursivement: En effet si nousdis-
posonsd'un codedeGray �a (n − 1) bits (Gn−1), pourconstruireuncodeGn il suf�t d'écrirele code
Gn−1 enajoutantdevantchaquecodeun “0”, puisle codeGn−1 �a l'enversenajoutantdevantchaque
codeun “1”.

Le tableausuivantmontreunemani�eredegéńererle codeG3 �apartir dedeuxcodesG2 :

x y z

0 0 0
0 0 1
0 1 1
0 1 0
1 1 0
1 1 1
1 0 1
1 0 0

Nota : Le codeG2 obéit déj�a �acetterêgle!

Cettepropríet́e de constructionsṕeci�que du codede Gray lui a valu uneautredénomination:
codebinaireré� échi. Nousparleronsdoncdansla suitedececours,indifféremmentdecodedeGray
ou decoderé� échi.
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3.3.2 Propri étésstructur ellesdestablesde Kar naugh

Commele codagede Gray estcyclique, les lignesbasseet hautede la tablede Karnaughsont
adjacentes,demêmequelescolonnesdroiteet gauche.On noteégalementquel'ordre desvariables
n'a aucuneimportance.Ainsi tousleskarnaughsqui suiventsontéquivalents.

00

00

11

10

01 11 10
xy

zt

01

0 0

0

0 0 0 0

1 1

1

0 0 0

01

0

00

00

11

10

01 11 10

0

0 0

0

0 0 0

1

1

0 0

01

0 0

0

1

1

xt

yz xy

zt

0 0

0

0 0

0 0 0

1 0 0 1

0 0

1 1

01

11

10

00

00 0111 10

En pratique,le nombreimportantde karnaugh�a contruire �a partir de tablesde vérité conduit
souvent �a conserver l'ordre desvariablesa, b, c, d destablesdevérité.Cecidonnesyst́ematiquement
le codagesuivant(ici pour4 variables):

00

00

11

10

01 11 10

1

01

0 23
ab

cd

4 5 67

8 9 1011

12 13 1415

3.3.3 Notation

A partir de maintenant,nousnuméroteronssyst́ematiquementles ligneset colonnesdestables
deKarnaughencodedeGray. Pourdessinerplusvite lesKarnaughet identi�er plus facilementles
variablesinvariantes,onremplacesouventles“1” binairespardesbarres.Ainsi lesdeuxnotations(a)
et (b) qui suiventsontparfaitement́equivalentes:
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00

00

11

10

01 11 10

01

ab

cd
c

d

a

b

(a) (b)

Attention : La notation (b) peut préter �a confusioncar certainsauteursestimentque la barre
repŕesentel'opérateurmath́ematiqueINVERSE ce qui revient �a remplacerles “0” (et non les “1”)
pardesbarres! En conśequence,préféreztoujoursla notation(a) qui a l'avantaged'êtreexplicite et
qui évitetousmalentendus...

3.4 Expression graphique des règles de simplification

Nousallonsvoir danscechapitrequelestablesdeKarnaughdonnentunerepŕesentationgraphique
desr�eglesalgébriques.

3.4.1 Idempotence

La r�egled'idempotencex + x = x consisteen Karnaugh�a entourerplusieursfois les mêmes
termesproduitscequi estbiensûr inutile.

Ainsi a.b.c + a.c.d + a.b.c + a.c.d = a.b.c + a.c.d + a.b.c

c'est �adireenKarnaugh:

00

00

11

10

01 11 10

1 01

0 0

0

0 0

1 1

1

0 0 0

01

ab

cd

1 1
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3.4.2 Regroupementde produits

Consid́eronsleskarnaughsidentiquesqui suivent,chacuncorrespond�a uneséquencederegrou-
pementsdifférents.

00

00

11

10

01 11 10

0

0 0 0 0

01

ab

cd

1

0

1

1

00

1

1

1

1

1

00

00

11

10

01 11 10

0

0 0 0 0

101

ab

cd

1

0

1

1

00

1

1

1

1

(a) : a.b.c.d + a.b.c.d + a.b.c.d + a.b.c.d + a.b.c.d + a.b.c.d + a.b.c.d + a.b.c.d

= a.b.c + a.b.c + a.b.c + a.b.c

= b.c + b.c

= b

(b) : a.b.c.d + a.b.c.d + a.b.c.d + a.b.c.d + a.b.c.d + a.b.c.d + a.b.c.d + a.b.c.d

= a.b.d + b.c.d + b.c.d + a.b.d

= b.c + b.c

= b

Commelesproduitsdemêmetaille seregroupenttoujoursdeuxpardeux,le regroupementglobal
concernera2n produitsfondamentaux.

3.4.3 Absorption deproduits, absorption généralisée

Lesdeuxr�eglesd'absoptionpeuventserepŕesentersousformedeKarnaugh(ici nousavonspris
un exemplemoinssimplequela rêgledebasepourmontrerle phénom�enerécursifd'absoptiondans
Karnaugh).

absorption: a.b.c.d + a.c = a.c

absorptiongéńeraliśee a.b.c + b.c.d + a.b.d = a.b.c + a.b.d
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00

00

11

10

01 11 10

0

0 0 0 0

01

ab

cd

1

0

1

1

1

00

00

11

10

01 11 10

0

0 0 0 0

01

ab

cd

0

11

11

0

0 0

0 0 0 0

0 0

0 0

0

absorption généraliséeabsorption récursive

3.4.4 Impliquant premier, impliquant essentiel

Rappel du cours pr éćedent:

– On appelleimpliquantdef , toutproduitdontl' évaluation�a1 impliquel' évaluation�a1 def .

– Onappelleimpliquantpremierdef , tout impliquantdef qui nepeuxpassesimpli�er avecun
autreproduit.

A cesdeuxdé�nitions, nouspouvonsmaintenantajoutercelled'impliquantessentiel:

dé�nition : Tout impliquant premier de f qui absorbe au moins un minterme P,
tel que P soit non absorbé par n’importe quel autre impliquant premier, est appelé
impliquant premier essentiel.

Remarque : Danscertainscas,la sommedesimpliquantspremiersessentielspeutnepascouvrir
compl�etementla fonction.Par contretouteslesexpressionssimpli� éesdela fonctioncontiennentau
moinstouslesimpliquantspremiersessentiels

Le Karnaughqui suitmontredesexemplesdeproduitsessentielsounon.
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00

00

11

10

01 11 10

0

0 0

01

ab

cd

1

0

1

1

1

1

1 1

essentiels
premiers
impliquants

0 0

0

impliquants
premiers
non essentiels

11

non premier
impliquant

non essentiel
premier
impliquant

Sur ce Karnaugh,a.b.d, a.c.d, a.b.d, a.c.d, b.c.d sontnonessentielsbienqu'ils soientpremiers.
Par contrea.b.c et b.c sontessentielscarils ont aumoinsun “1” noncouvertparun autreimpliquant
premier.

En conclusion,simpli�er unefonctionpar Karnaugh,consiste�a couvrir (au sensCf ) le plusde
“1” pardesimpliquantspremiersessentiels,puis �a compĺeterparcertainsimpliquantspremiersnon
essentiels.

3.4.5 Formeséquivalentessimpli� éesd'une fonction

Les fonctionsf et g sontsimpli� éeset équivalentescar ellesont la mêmecouverture.Ceci se
mat́erialisesur le Karnaughpar desregroupementśequivalents.La différencedesexpressionsvient
du fait quelesproduitsa.b.d, a.c.d sontnonessentielset qu'un desdeuxestquandmêmeindispen-
sable!

f(a, b, c, d) = b.c + a.b.d + a.b.c

g(a, b, c, d) = b.c + a.c.d + a.b.c
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00

00

11

10

01 11 10

0

0 0

01

ab

cd

0

1

00

1

1

1

1

1 1

0 0

0

00

00

11

10

01 11 10

0

0 0

01

ab

cd

0

1

00

1

1

1

1

1 1

0 0

0

f g

3.4.6 Formescaractéristiques

Nousavonsvuaucourspréćedentqu'il existedeuxfonctionsparticuli�eresF (x1, ...xn), F (x1, ..., xn)
qui font appel�a2n−1 mintermessurles2n possiblesetqui sontnon-simpli�ables.

Cesdeuxfonctionsprennentuneformetr�esparticuli�ereavecKarnaugh: Onlesappelle“damiers”.

00 01 11 10

0 1 0 1

011 0

00 01 11 10

1 01

0 1

0

0 1

bc bc

0

1 1

0
a a

00

00

11

10

01 11 10

01

ab

cd

0 1 0 1

011 0

10 10
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3.4.7 Kar naugh �a “0” minoritair es

Dansle casoule nombrede“0” estfortementminoritairedansunKarnaugh,il peutêtrejustement
intéressantde simpli�er par les “0” (fonction inverse),puis d'appliquerle théor�emede Morgansur
l'expressiontrouvée.

L'exemplesuivantmontreunetelle con�guration:
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f= a + b + c + df = a . b . c . d
d’ou   f= a + b + c + d

3.5 Simplification des fonctions non complètement spécifiées

3.5.1 Dé�nition d'une FNCS,notion d'indiff érent

On appellefonctionnoncompl�etementsṕeci� ée, toutefonctionbooĺeennedontl' évaluationn'est
pasdé�nie (o�u n'a pasdesens)pourcertainescon�gurationsdecesentŕees.

La tabledevérité suivantedonnel'exempled'une fonctionh qui n'est pasdé�nie pour lesqua-
druplets(a = 0, b = 0, c = 1, d = 0), a = 0, b = 1, c = 1, d = 0) et (a = 1, b = 1, c = 1, d = 1)
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a b c d h(a,b,c,d)
0 0 0 0 X
0 0 0 1 1
0 0 1 0 0
0 0 1 1 1
0 1 0 0 1
0 1 0 1 1
0 1 1 0 X
0 1 1 1 1
1 0 0 0 0
1 0 0 1 0
1 0 1 0 X
1 0 1 1 0
1 1 0 0 0
1 1 0 1 0
1 1 1 0 0
1 1 1 1 0

Cesfonctionsserencontrentassezfréquemmentenpratique: Ellesexprimentgéńeralementune
propríet́e de contraintesur l'environnementd'entrée (par exempledeux capteursjamaisactifs en
mêmetemps).

Lescon�gurationso�u la fonctionn'estpasdé�ni sontnot́es“X” ou “φ” pourlesdifférencier. On
lesappelle“ indiférents”.

3.5.2 Simpli�cation par alg�ebrede Boole

LesFNCS obéissentauxmêmesrêglesalgébriquesquelesfonctionsnormales.Enparticuliernous
avonstout �a fait le droit d'écrire:

h(a, b, c, d) = a b c d + a b c d + a b c d + a b c d + a b c d

= a b d + a b c d + a b c d + a b c d + a b c d

= a b d + a b c + a b d

= a d + a b c

Mais noussous-entendons(sansle vouloir) que les indifférentssont �x és �a “0”. En fait nous
pouvonsforcertouslesindifférentsqui nousintéressent�a “1” pourvuquelesmintermesajout́esper-
mettentdepoursuivre la simpli�cation !

Pourh, il seraintéressantd'intégrerle mintermea b c d parexemple:

(a d + a b c) + a b c d

= a d + a b c + a b c d + a b c d

= a d + a b c + a b c

= a d + a b

Cetteméthodeacependantquelquesinconvénients:
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– Il n'estpasfaciled'identi�er lesindiférentsintéressants!
– Il fautsouventcommencerparred́evelopperla fonctionpourmieuxla simpli�er !

Donc nousnousorienteronsplutot versKarnaughqui estuneexpressiongraphiquedesrêgles
algébriquesdontnousavonsbesoin!

3.5.3 Simpli�cation par Kar naugh

Commepourunefonctionnormale,nousremplissonschaquecaseduKarnaughenfonctiondela
tabledevérité.Pourh, nousobtenonsceci:
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0
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0

X

inutiles
regroupements

regroupement amélioré

L'incidencedesindifférentsapparaitdesuite: tout lesindifférentsisolésdoiventrester�a “0”, par
contred'autresproduitscomme“a b c d” vonteffectivementaméliorerla simpli�cation.

Remarque : Une erreurcouranteestd'ajouterde nouveauxregroupementspourcouvrir certains
indifférents.Mêmesi cesregroupementssont grands,ils sont parfaitementinutiles (fonction déj�a
couverte)voire nuisiblepuisqu'ils recompliquentdenouveaula fonction! En fait l'int égrationd'un
indiférentseferaques'il permetd'agrandirun regroupementdéja existant.

3.6 Limitation liée aux tables de Karnaugh

A partir de n = 5 et n = 6, les tablesde Karnaughatteignentleur limite �a causedu code
de GRAY. En effet sur un codede GRAY �a trois bits, tous les codessépaŕes de 1 bits ne sont pas
forcémentadjacents(exemple001 et 101). Il en résultequecertainsproduitspeuvent se retrouver
séparergéographiquementendeuxalorsqu'ils neformenteffectivementqu'uneseuleentit́e.

Consid́eronsainsila fonctionf5 dé�nie par: f5(a, b, c, d, e) = b e

Voici deuxfaconśequivalentesderepŕesentercettefonctionparKarnaugh:
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Sur le premierKarnaugh,le produit setrouve sépaŕe en deux,d'ou le trait de liaison.Pours'en
convaincre,il suf�t deremarquerquele premierregroupementcorrespond�a(b c e), le second�a(b c e)
etque(b c e) + (b c e) = b e .

Le phénom�eneestencoreplusnetpourn = 6 : Certainsproduitspeuventseretrouver couṕesen
quatrecommele montrele Karnaughsuivant!
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Enconclusionlasimpli�cation partabledeKarnaughdonneunevuegraphiquedesrêglesalgébriques
�a appliquerpour conduireau mieux les calculset unerepŕesentationsynth́etiquede la fonction.La
limite commence�a apparâ�tre pourn = 5 et Karnaughdevient totalementinutilisableau dessusde
n = 6.

Pourunnombredevariablessuṕerieur�a6, il existed'autresrepŕesentationsutiliséesparlesordi-
nateurscommelesBDD (Binary DecisionDiagram)quevousneverrez(si vousêtesintéresśes)qu'�a
partirdela Maitrise!



40 Électronique Numérique



Chapitr e4

Aiguillages,générateursde fonctionset de
mintermes : Les Multiplexeurs

4.1 Introduction

Danstousles syst�emesnumériqueso�u les traitementssur les informationssonteffectúes,il est
nécessairede lesaiguiller suivant la fonction �a réaliser. Le principed'aiguillagedu tra�c ferroviaire
repŕesentele mod�ele typede la notionde transfertd'informations.Plusieurstrainspeuventcirculer
successivementsurunemêmevoieenprovenancedelieux différentset transitantversunedestination
unique.Cettenotiond'aiguillageestl' élémentdebasedu multiplexagenumérique.

4.2 La fonction de multiplexage

Le multiplexageestuneopérationqui consiste�a fairecirculer surun seulconducteurdesinfor-
mationsprovenantdesourcesmultiples.

1

0

E

E
E

i

E
E

n

n2   -2

2   -1

Données

aiguiller

à
Y= E  si S=ii

S Sn-1 0sélection

A partirdecetteprésentationfonctionnelledumultiplexeur, onvamaintenantdéterminerla fonc-
tion logiqueréaliśeeparcetypedecircuit.

Consid́eronsla tabledevérité d'un multiplexeur�adeuxentŕees:

41
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S1S0 Y

00 E0

01 E1

10 E2

11 E3

Cettetablenouspermetdedéterminerl' équationlogiquedeY :

Y = m0.E0 + m1.E1 + m2.E2 + m3.E3

o�u mi (mintermenuméroi) repŕesentele produitqui vaut1 pourla combinaisond'entrée(S1, S0) tel
quelesvaleursassocíees�aS1, S0 formentun nombrebinaireuniqueégal�a i (voir chapitre2).

C'est �adire :
Y = S1.S0.E0 + S1.S0.E1 + S1.S0.E2 + S1.S0.E3

En géńeralisantce raisonnement�a 2n entŕees,l' équationlogiqued'un multiplexeur �a n entŕeesde
sélections'écrit :

Y =

2
n
−1X

i=0

Eimi

4.3 Générateur de fonction

4.3.1 Multiplexeurs posśedantun nombresuf�sant d'entr ées

Au chapitre2, nousavonsvu quetoutefonction logiquecombinatoiref pouvait s'écriresousla
formecanoniquedisjonctive :

f(x1, . . . , xn) =
∑

i

mi tel quemi ∈ { f

o�u x1, ..., xn repŕesententles variablesd'entrées,et mi(x1, ..., xn) les produits fondamentaux
(mintermes)qui interviennentdansla couverturedef .

Si nousconsid́eronsmaintenantla tabledevérité def , pourchaqueligne i (de0 �a2n − 1),
– soitf(x1, ..., xn) = 0,
– soitf(x1, ..., xn) = 1.
Notonsfi cettevaleurbooĺeenne.

Commenouspouvons toujoursnousdébrouiller pour que la suite x1, ..., xn correspondentau
codagebinairedei (codageclassiqued'unetabledevérité),

– soitmi appartient�a la couverturedef et le fi correspondantestégal�a1,
– soitmi n'appartientpas�a la couvertureetfi estégal�a0.

Ainsi, si nousnousintéressons�aunproduitfi.mi quelconque,ceproduitvautmi si mi appartient
�a { f et0 sinon.Doncla formecanoniquedisjonctivedef peuts'écriredemani�ereplussyst́ematique
commesuit :
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f(x1, . . . , xn) =
∑

i

fi.mi

tel quemi ∈ IBn etquefi soit l'image def pourla ligne i(= (x1 . . . xn)2) desatabledevérité.

En comparantl' équationpréćedenteet celleétabliepourla sortied'un multiplexeur �a 2n entŕees,
il estfaciledevoir qu'il esttoujourspossiblederéalisertouteslesfonctionsden variables�a l'aide de
cecomposant: lesentŕeesdesélectiondu multiplexeursontalorslesvariablesde la fonctionet les
entŕeesdedonńeesdu multiplexeurpermettentdesélectionnerla fonction �a réaliser.

Prenons�atitred'exemplela tabledevéritéprésent́eeci-dessousqui poss�edetroisvariablesd'entrées
A, B, C et consid́eronsun mpx 8 → 1 sur lequelles entŕeesdu syst�emetraité sontconnect́eesaux
entŕeesdesélectiondumpx.
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FIG. 4.1– Exempledecabl̂agedemultiplexeurobtenudirectement�apartir dela tabledevérité

4.3.2 Multiplexeurs neposśedantpasun nombresuf�sant d'entr ées

Lorsquele nombred'entréesdu syst�emeétudíedevient grand,il n'estpastoujoursaiśe dedispo-
serd'un multiplexeuravec autantd'entréesde sélectionquede variablesd'entrées.Dansce cas,le
concepteurpeutessayerdetrouver unesolutionmoinsonéreuseenutilisantun multiplexeuravecun
pluspetit nombred'entréedesélectionetdesporteslogiques.

Pource faire, il fautdansun premiertempschoisir le sous-ensembledesvariablesd'entréesqui
serontdirectementassimiĺeesauxentŕeesdesélection; cesvariablessontalorsappeĺeesvariablesde
sélection.

Le cablagedesentŕeesde multiplexage(E0, E1, ...En) estalorsobtenuepar synth�esedestables
devérité qui peuventêtreétabliespourchaquecombinaisondesvariablesdesélection.

Consid́eronsainsi l'entréeEi : la tablede vérité du syst�emeétudíe peutêtreréduiteaux seules
combinaisonso�u les variablesrepŕesentantles entŕeesde sélectionvalenti. Les équationslogiques
obtenuesnedépendentalorsquedesvariablesqui nesontpasconnect́eesauxentŕeesdesélectiondu
multiplexeur.
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Pour illustrer ce mode de raisonnement,retraitonsl'exemplepréćedentavec un multiplexeur
4 → 1. Les variablesA et B sontassimiĺeesaux entŕeesde sélection.Pourobtenir le cablagede
l'entréeE0 dumultiplexeur, la tabledevérité initiale estréduiteauxcombinaisonso�u AB = 00. Soit
OUT = 0 quellequesoit la valeurde C. LorsqueAB = 00, E0 = OUT doncE0 = 0 ∀C. En
appliquantce raisonnementaux trois entŕeesde multiplexagerestantes,on obtient le cablagede la
�gure 4.2.

L'inconvénientmajeurdecetteapprocherésidedansle fait quele choix de l'af fectationdesva-
riablesd'entréesdu syst�emeauxentŕeesdesélectiondu multiplexeurestaléatoire.Pourobtenirune
solutionoptimale,il faudraittestertous les choix possibleset ne retenirque la meilleuresolution,
méthodeexhaustivequi peut-̂etretr�escouteuseentemps.
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FIG. 4.2– Synth�eseindirecte�a l'aide d'un multiplexeur4 vers1


