2. Méthode du simplexe
et
son analyse
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e (Considérons le probleme de maximisation
max f(w)
Sujeta weX < R"

ouf: X — R




Transformation de max en min

Considérons le probleme de maximisation
max f(w)
Sujeta weX < R"
ouf: X — R

Soit w* un point de X ou le maximum est atteint.




Transformation de max en min

e (Considérons le probleme de maximisation
max f(w)
Sujeta weX < R"
ouf: X — R
e Soit w* un point de X ou le maximum est atteint.
* Donc Jw*) = flw) vwe X




Transformation de max en min

Considérons le probleme de maximisation
max f(w)
Sujeta weX < R"

ouf: X — R
Soit w* un point de X ou le maximum est atteint.
Donc Jw#) = flw) vwe X

ou —flw*) < —flw) VweX




Transformation de max en min
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Transformation de max en min

Considérons le probleme de maximisation
max f(w)
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Transformation de max en min

Considérons le probleme de maximisation
max f(w)
Sujeta weX c R”
ouf: X — R

Soit w* un point de X ou le maximum est atteint.
Donc fiw*) > f(w) VYwe X
ou —fw*) < —fw)  wpe x
Par conséquent
—flw*) = min - f(w)
Sujeta weXC R"
et w* est un point de X ou la fonction — f{lw) atteint son minimum.

Ainsi qu’on max f(w) ou qu’on min — f{(w), on retrouve la méme sol. opt.
w,



Jlw*




Transformation de max en min

De plus,
fiw*) =max lw) =—min — filw) =— (

Nous allons toujours transformer les problemes de
min.

Donc ) = W) vye x
ou W = W) x
Par conséquent
—fw*) = min - f(w)
Sujeta weXC R
et w* est un point de X ou la fonction — f{w) atteint s

Ainsi qu’on max f(w) ou qu’on min — f{(w), on retro

—fw*))

max en probleme de

on minimum.
uve la méme sol. opt. w*,



Probleme du restaurateur

max 8x + 6y min — (8x + 6y)
Sujet a Sujet a
S5x+ 3y <30 S5x+ 3y <30
2x+ 3y <24 2x+3y<24
Ix+3y<18 Ix+3y<18

x,y=>0 x,y=>0



Méthode de résolution graphique

e M¢éthodes pour probleme ne comportant que deux variables

e Revenons au probleme du restaurateur apres 1’avoir
transformer en un probleme de min:

min z = —8x — 6y
Sujet a
Sx + 3y <30
2x +3y <24
Ix+3y<18
x,y>0



Domaine réalisable

Tracons la droite
S5x +3y=30

[ ensemble des points qui
satisfont la contrainte

S5x+ 3y <30

sont sous cette droite car 1’origine
satisfait cette relation

/

v




Domaine réalisable

Tracons la droite
2x+3y=24

[ ensemble des points qui
satisfont la contrainte

2x+3y <24

sont sous cette droite car 1’origine
satisfait cette relation

Ve

v




Domaine réalisable

Tragons la droite
Ix+3y=18

[ ensemble des points qui
satisfont la contrainte

Ix+3y<18

sont sous cette droite car 1’origine
satisfait cette relation

N

v




Domaine réalisable

L’ensemble des points réalisables
pour le systeme

Sx+ 3y <30 A

2x+3y <24

Ix+3y<18
x,y=>0

SVAN

v



Résolution

Considérons la fonction

économique :

7= —8x—06y.
Plus on s’€loigne de 1’ origine,
plus la valeur diminue:

x=0ety=0=>2z=0

8 Z
y=—7>X——

6 6

droites de pente _8

v



Résolution

Considérons la fonction
économique :

z= —8x—6y. N

Plus on s’€loigne de 1’ origine,
plus la valeur diminue: x+3y:1ﬂ:3{x:0
6

x=0ety=0=>2z=0

x=0ety=6=>z=-36 \

x+3y=18

v



Résolution

Considérons la fonction
économique :

= —Sx — 6y A
Plus on s’€loigne de 1’ origine,

plus la valeur diminue: 5x+3y =30 _Jx= 6
y=0 y=0

x=0ety=0=>2z=0

x=0ety=6=>z=-36

x=6ety=0=>z=—48 \

v



Résolution

e (Considérons la fonction
économique :

z= —8x—6y.

e Plus on s’éloigne de 1’origine,
plus la valeur diminue:
x=0ety=0=>2z=0
x=0ety=6=>7=-36
x=6ety=0=>z7=-48
x=3ety=5=>z7=-54.

e Impossible d’aller plus loin sans
sortir du domaine réalisable.

5x+3y=30
x+3y=18
4x =12

Solution optimale:
x=3ety=35
Valeur optimale:

v




Mes acétates €lectroniques pour IFT2505 sont disponibles sur mon site Web :

http://www.iro.umontreal.ca/~ferland

Auxiliaire d'enseignement:
El Filali, Souhaila



Variables d’écart

Transformer les contraintes d’inégalit€ en des contraintes d’égalité avec des
variables d’écart prenant des valeurs non négatives:

a; X, + apX,+ ... +a,x, <b, — a;x;+ax,+...+a,x,+y,=b,

mn — "1 m-n

agx,+apx,+...+a,x, >b, — ax;+a,x,+...+a,x,—v,=b



Probleme du restaurateur transformé en min

e Transformons les contraintes d’inégalité du probleme du restaurateur en
€galité avec les variables d’écart u, p et /:

min z= — 8x— 6y min z = — 8x — 6y
Sujet a Sujet a
Sx + 3y <30 Sx+3y+u =30
2x + 3y <24 2x + 3y +p =24
Ix+ 3y <18 Ix + 3y +h=18
x,y=>0 X,y u,p, h=>0

e Les contraintes constituent un systeme de 3 €équations comportant 5
variables. Exprimons 3 des variables en fonction des 2 autres



Méthode du simplexe — forme algébrique

Les contraintes constituent un systeme de 3 €équations comportant 5
variables. Exprimons 3 des variables en fonction des 2 autres:

u =30 -5x -3y
p =24 —2x -3y
h =18-1x-3y
z =0 —-8x-6y
En fixant x et y nous retrouvons les valeurs des autres variables.

Il suffit de trouver les valeurs non négatives de x et y qui entrainent des
valeurs non négatives de u, p et h et qui donnent a z sa valeur minimale.

Infinité de valeurs possibles. Il faut donc une procédure systématique pour
y arriver.



Choix de la variable a augmenter

Une solution réalisable du systeme
u =30 -5x -3y
p =24 —2x -3y
h =18-1x-3y
z =0 —8x-6y
est la suivante
x=y=0 => u=30,p=24,h=18 et z=0.

Nous pouvons réduire la valeur de z en augmentant la valeur de x, ou bien
celle de y, ou bien celles des deux.

Mais nous choisissons d’augmenter la valeur d’une seule variable.

Puisque nous cherchons a minimiser z, il est avantageux d’augmenter la
valeur de x puisque pour chaque augmentation d’une unité de x entraine
une diminution de 8 unités de z.



Augmentation limitée de la variable qui augmente

e Mais I’augmentation de x est limitée par les contraintes de non négativité
des variables u, p et h:

u =30-5x-3y>0
p =24-2x-3y>0
h =18-1x-3y>0
* Puisque la valeur de y est maintenue a 0, ceci est équivalent a
u =30-5x>0 & x<30/5=6
p =24-2x>0 & x<24/2=12
h =18-1x>20 << x<I18
* Donc la solution demeure réalisable aussi longtemps que
x<min {6, 12, 18} = 6.



Nouvelle solution

u =30-5x -3y
p =24 —2x — 3y
h =18 — 1x -3y

z =0 —8x-6y
Donc la solution demeure réalisable aussi longtemps que
x<min {6, 12, 18} = 6.

Puisque I’ objectif est de minimiser z, nous allons choisir la plus grande
valeur possible de x: 1.e., x=6.

La nouvelle solution est donc
x=6,y=0 = u=0,p=12,h=12 et z=-48.



Nouvelle itération

u =30-5x -3y
p =24 —2x — 3y
h =18 — 1x -3y

z =0 —-8x-06y
La nouvelle solution est donc
x=6,y=0 = u=0,p=12,h=12 et z=-48.

Cette solution est la seule pour le systeme précédent lorsque y =u =0
puisque la matrice des coefficients des variables u, p et h est non singuliere.

Par conséquent, pour retrouver une autre solution différente, il faut que y ou
u prennent une valeur positive.

Précédemment, 1’analyse €tait facilitée par le fait que les variables x et y qui
pouvaient €tre modifiées étaient a droite.



Transformation du systeme

e Isolons donc y et u du c6té droit des €quations.
e Utilisons I’€équation ou x et u apparaissent pour exprimer x en fonction de u
ety:
° U =30-5x—-3y => 5x=30-u-3y
p =24 —2x -3y
h =18 - 1x-3y
z =0 —8x-6y



Transformation du systeme

e Isolons donc y et u du c6té droit des €quations.
e Utilisons I’€équation ou x et u apparaissent pour exprimer x en fonction de u
ety:
* U =30-5x-3y => (5x=30-u-3y) =5
=> x=6-1/5u-3/5y
p =24 —2x -3y
h =18 — 1x -3y
z =0 —8x-6y



Transformation du systeme

Isolons donc y et u du c6té droit des €quations.
Utilisons I’€quation ou x et u apparaissent pour exprimer x en fonction de u
ety:
u =30-5x-3y => «x =6 —1/5u—3/5y
p =24 - 2x I3y
=> p=24-2(6-1/5u-3/5y) -3y
=> p=12+2/5u-9/5y
h =18 - 1x -3y
z =0 —-8x-06y

Substituons la valeur de x dans les autres €équations



Transformation du systeme

e Isolons donc y et u du c6té droit des €quations.

e Utilisons I’€quation ou x et u apparaissent pour exprimer x en fonction de u
ety:

° u =30-5x-3y => «x =_6-—1/5u—-3/5y
p =24_2x M 2/5u — 9/5y
h =18 — 1x=3y
=>
=>
z =0 —-8x-06y

=18 - (6 —1/5u —3/5y) — 3y

h
h =12+ 1/5u—12/5y

e Substituons la valeur de x dans les autres €équations



Transformation du systeme

Isolons donc y et u du c6té droit des €quations.
Utilisons I’€quation ou x et u apparaissent pour exprimer x en fonction de u
ety:
u =30-5x-3y => «x = 6—1/5u—-3/5y
p =24 -2x—-3y => =12 + 2/5u —9/5y
h =18-1x-3y h =12 + 1/5u — 12/5y
z =0 —-8x-06y
=> z =0 -8(6-1/5u-3/5y)-6y
=> 7z =-48+ 8/5u—6/5y

Substituons la valeur de x dans les autres €équations



Systeme équivalent

e Nous avons donc transformer le systeme

° u =30-5x-3y => «x = 6-—1/5u-3/5y
p =24 -2x—-3y => p =12 + 2/5u - 9/5y
h =18-1x-3y => h =12 + 1/5u — 12/5y

z =0 —-8x—-6y => z =—48 + 8/5u — 6/5y



Systeme équivalent

Nous obtenons un nouveau systeme équivalent au précédent (dans le sens
ou les deux systemes ont les mémes solutions réalisables)

Notons qu’il n’est pas intéressant d’augmenter u car alors la valeur de z
augmente

Nous répétons le processus précédent en augmentant la valeur de y

X = 6-—1/5u—3/5y
p =12 + 2/5u —9/5y
h =12+ 1/5u - 12/5y

7z =—48+ 8/5u — 6/5y



Nouvelle itération

e Mais I’augmentation de y est limité par les contraintes de non négativité des
variables x, p et h:

X = 6-1/5u-3/5y>0
p =12+ 2/5u—9/5y >0
h =12+ 1/5u-12/5y >0
e Puisque la valeur de u est maintenue a 0, ceci est équivalent a
X =6 —-3/5y>0 < y<I10
p =12-9/5y>0 <& y<20/3

h =12-12/5y>0 < y<5
e Donc la solution demeure réalisable aussi longtemps que
y <min {10, 20/3,5} = 5.



Nouvelle itération

X = 6-1/5u-3/5y>0
D =12 + 2/5u — 9/5y >0
h =12+ 1/5u—12/5y>0

z =—48 + 8/5u— 6/5y
Donc la solution demeure réalisable aussi longtemps que
y <min {10, 20/3,5} = 5.

Puisque I’ objectif est de minimiser z, nous allons choisir la plus grande
valeur possible de y: 1.e., y=3.

La nouvelle solution est donc
y=5, u=0 => x=3,p=3,h=0 et z=-54.



Solution optimale

Isolons donc 4 et u du coté droit des équations.

Utilisons I’équation ou y et h apparaissent pour exprimer y en fonction de &
et u.

h =12+ 1/5u - 12/5y
Substituons la valeur de y dans les autres équations.
Le systeme devient
X = 3—1/4u+ 1/4h
p = 3+ 1/4u + 3/4h
y = 54+ 1/12u—5/12h
z ==54+32u+1/2h

La solution y=5, u=0,x=3,p=3, h=0 (dont la valeur z = — 54) est
donc optimale puisque les coefficients de u et 4 sont positifs.

En effet la valeur de z ne peut qu’augmenter lorsque u ou 4 augmente.



Type de solutions considérées

Nous n’avons considéré que des solutions ou il n’y a que trois variables
positives!

5 !
Comme il y a 5 variables, 1l y a au plus ( j = ,5—' — 10 solutions
différentes de ce type. 3) 312!

Pourrait-il exister une meilleure solution qui aurait un nombre de variables
positives différent de 3?

Nous pouvons démontrer que non.



On peut démontrer que la méthode du simplexe circule autour du
domaine réalisable pour identifier une solution optimale sans jamais

pénétrer a 1'intérieur du domaine réalisable.

Quand on résout le probleme du
restaurateur avec la méthode du
simplexe:

La solution initiale est donnée par:

x=y=0(u=30,p=24,h=18)
et la valeurde z=0

Quand on augmente la valeur de x,

la solution devient

x=6,y=0w=0,p=12,h=12)
et la valeur de z = — 48

Quand on augmente la valeur de y,
la solution devient

x=3,y=5(u=0,p=3,h=0)
et la valeur de z = — 54

5x + 3y <30
5x + 3y +u =30

2x+3y<24

2x+ 3y +p =24

Ix+3y<18
Ix+3y+h=18

e

v




Méthode du simplexe — forme avec tableaux

Nous allons plutot utiliser des tableaux pour compléter les itérations de
I’algorithme du simplexe.

Illustrons d’abord en complétant une itération du simplexe sous cette forme
pour le probleme du restaurateur.



Problemes équivalents

min z = —8x — 6y

Sujet a
Sx+3y+u =30
2x + 3y +p =24
Ix + 3y +h=18

X,y U, p, h=0

min z
Sujet a
Sx+3y+u =30
2x + 3y + p =24
Ix + 3y +h =18
—8x -6y —z=0

X,y u p, h=>0



Tableau équivalent au systeme

min z = —8x— 6y min z
Sujet a Sujet a
Sx+3y+u =30 S5x+3y+u =30
2x + 3y +p =24 2x + 3y + p =24
Ix + 3y +h=18 Ix + 3y +h =18
X,y u p, h=>0 —8x -6y —z=0
X,y u p h=>0
y =30 — 5x— 3y Var. deplx y u p h -:zermes _ch‘oite
P =24 _2x—3y u > 3 1 31;.}
h =18—1x—3y R 1 =4
h 1 3 1 18
z =0 -8x-6y - 8 6 | 0




u =30 - 5x -3y
p =24 —2x — 3y
h =18 - 1x -3y

z =0 -8x-06y

Var. dep| x v u h - zltermes droite
1 5 3 1 30
p |2 3 24
ho |1 3 1 L8
-z -8 -6 0

Etale 1: Critere d’entrée

Cs=min{c.}
I<j<n b

Pour déterminer la variable d’entrée,

nous choisissons I’élément le plus

petit de la derniere ligne du tableau
min {-8,-6,0,0,0} =-8.

x est donc la variable d’entrée



u =30 -5x -3y
p =24 —2x -3y
h =18-1x-3y

z =0 -8x-6y

Var. dep| x v u h - zltermes droite
1 5 3 1 30
p |2 3 24
) 1 3 1 L8
- |8 -6 0

Etape 2: critére de sortie

xszfr = min{fi Lais >O}

a rs 1SlSm alS

N\

variable d’entrée

Pour identifier la variable de sortie

déterminons le min des quotients des

termes de droite divisés par les

¢léments correspondants dans la

colonne de la variable d’entrée

qui sont positifs:



., = 30— Sx— 3y Var. dep, 1_ y u p h - zltermes _dl‘Dl’[t’:
49 3—-’ u 5 3 1 30
p - mermaxmly p |2 3 1 24
he =18-1x-3y o103 1 18
z =0 —-8x-06y - < 6 1 0
Etape 2: critére de sortie \ variable d’entrée
Er . Ei _ min {30/5, 24/2, 18} =30/5=6
X, ==—= min{=—:a;s >0
ai"S 1SlSm alS
La variable correspondante u
devient la variable de sortie




Var.depx y u p h -:zltermes droite
u =30 - 5x -3y y 5 3 1 30
p =24-2x-3y / p |23 1 24
h =18-1x-3y

| —
I'J-}
| —

| | 18
z =0 —8x—6}/ - |8 -6 1 0

Variable de sortie \ variable d’entrée
Etape 3 : Pivot

Transformation du systeme ou
du tableau




Var.dep|x v wu p h -zltermes droite
u 5 3 1 30
- . ™ variable de sortie
P 2 3 ] 24
h 1 3 | 18
- |-8]-6 I 0
BN

variable d’entrée

RAPPEL: Nous utilisons I’€quation ou x et u apparaissent pour exprimer x
en fonction de u et y:

u =30-5x-3y => 5x=30-u-3y)/5

=> x=6-1/5u-3/5y
Ceci est équivalent a

Sx+3y+u =30



Var.dep|x v wu p h -zltermes droite
u 5 3 1 30
- . ™ variable de sortie
P 2 3 ] 24
h 1 3 | 18
-z -8 -6 1 0
Y .

variable d’entrée

RAPPEL: Nous utilisons I’€quation ou x et u apparaissent pour exprimer x
en fonction de u et y:

u =30-5x-3y => 5x=30-u-3y)/5
=> x=6-1/5u-3/5y

Ceci est équivalent a

(5x+3y+u =30)/5



Var.dep|x v wu p h -zltermes droite
u 5 3 1 30
- . yariable de sortie
P 2 3 ] 24
h 1 3 | 18
-z -8 -6 1 0
Y .

variable d’entrée

RAPPEL: Nous utilisons I’€quation ou x et u apparaissent pour exprimer x
en fonction de u et y:

u =30-5x-3y => 5x=30-u-3y)/5
=> x=6-1/5u-3/5y

Ceci est équivalent a

(5x+3y+u =30) /5 =>x+ 3/5y + 1/5u =6



Var.dep|x v wu p h -zltermes droite
u 5 3 1 30
) > 3 | 24 ™ variable de sortie
h 1 3 | 18
-2 |-8 -0 1] 0

“variable d’entrée

Ceci est équivalent a

(5x+3y+u =30)/ 5 =>x+ 3/5y + 1/5u =6

En terme du tableau, ceci est équivalent a diviser la ligne de la variable de
sortie par le coefficient de la variable d’entrée dans cette ligne



Var. deplx v h -zt s droat .
L 1; 1; T L enue:[;: one <«—Divisons cette ligne par 5
u 5 k
p | 2 1 -4 “variable de sortie
h I 3 1 I8
-2 |-8 -0 1] 0
“Svariable d’entrée
Ceci est équivalent a
(5x+3y+u =30)/ 5 =>x+ 3/5y + 1/5u =6

En terme du tableau, ceci est équivalent a diviser la ligne de la variable de
sortie par le coefficient de la variable d’entrée dans cette ligne



Var.dep|x v wu p h -zltermes droite .. .
N _ <«—Divisons cette ligne par 5
u 5 3 1 30 -~ ,
p S 1 4 variable de sortie
h I 3 1 18
-2 |-8 -0 1] 0

“variable d’entrée

Le tableau qui en résulte est le suivant

Var. dep|x v u p h -z [termes droite
x+3/5y+1/5u=6—> X 1 355 15 §
P 2 3 1 24
h 1 3 1 18
-z -8 -6 1 0




Var. deplx v wu p h -z termes droite
X I a1 6
P 203 1 24
h I 3 1 I8
-z -8 -6 | 0
* Rappel: Nous substituons I’expression de x dans les autres équations
X =6—1/5u—-3/5y
p =24 -2x =73y

=> p=24-2(6-1/5u—-3/5y) -3y
Ceci est équivalenta: p=24 —2(6 — 1/5u—3/5y) +2x — 2x — 3y

& 2+ 3y +p—2(x + 3/5y +1/51) = 24 — 2(6)



Var. deplx v wu p h -z [termes droite
X I 35 s 6 deuxieme ligne
p Q3 1 24 — moins
J 1 3 1 18 2(la premiere ligne)
-z -8 -0 | 0

Ceci est équivalenta : p=24 —2(6 — 1/5u—3/5y) +2x — 2x — 3y
S 2x+3y+p—2(x+3/5y+ 1/5u) =24 — 2(6)
S 2x + 3y +p=24
— 2 (x+3/5y+ 1/5u =0)
Ox + 9/5y 2/5u+p=12




Var. deplx v u h -z [termes droite
X I a5 s 6
P 2 3 24
h I 3 | 18
-z -8 -6 0

Le tableau devient

O0x+9/5y=2/5u+p=12

— _[U

_——

deuxieme ligne
moins
2(la premiere ligne)

Var. deplx v u p h -zftermes droite
X 1 35 15 6
o/5 -2/5 1 12
ho |1 3 I 18
- -8 -6 1 0




Var. dep|x vy u h -z termes droite
X I a5 ws 6
2 2 3 24
h 1 3 1 18
-z -8 -0 0

En répétant le processus pour les autres lignes du tableau

Var.dep|x v u p & -:zltermes droite
X 1 35 s 6
P o/5 25 1 r 12
h 12/5 -1/5 1 12
- 615 85 48



Forme standard

Apres avoir transformé les contraintes d’inégalité en égalités, nous
retrouvons le probleme sous sa forme standard ou certaines variables
peuvent etre des variables d’€cart:

SujetEI dllxl + a12X2 +...+ Cllnxn — bl

a21x1 + a22X2 +...+ azn.xn :b2

a, x,+a,,x, +..+a,.x, =b,

Xis Xgy ooy X, 20



Itération typique

e Pour analyser une it€ration typique du simplexe, supposons qu’apres un
certain nombre d’itérations les variables x,, x,, ..., X, sont exprimées en
fonction des autres variables .



Forme du systeme

e Le systeme est de la forme suivante:
x| + + aim+1 X, + .ot aisX, + ...t anx, = bi

Xy + +aum+ X, t .-t axsx, +...tawmx, =bs

xr + +arm+]xm+1 + ...+arsxs + ...+arnxn - br

xm +amm+]xm+1 + ...+amsxs + ...+amnxn - bm

Cnl X, + ot CsX, + .ot Cnx, =2—2

e Les variables x, x,, ..., x,, sont dénotées comme étant les variables
dépendantes alors que les autres variables sont les variables indépendantes.



Simplexe —forme avec tableaux
Itération typique

e Décrivons une itération typique pour résoudre le probleme général avec le
simplexe — forme avec tableaux

e Le systeme
X, + + Aim+1 X,y T oot alsXg + ot amx, = b1

Xy + + a1 X, +...taxx, +..+awmx, =b>
xr+ +arm+1xm+1+...+ars.xs+...+arn.xn :br

)Cm +amm+1xm+1 + ...+amsxs + ...+amnxn - bm

Cm+1xm+1 + ...+ Cs.xs + ...+ Cnxn = J—Z



x + +aim1 X, + ... asx, + ...+ awmx, =bi

+a2}n+1xm+1 + ...+a2A‘xS + ...+612an = b2

Itération typiqug+

Xr + +ar}n+1xm+1 + ...+ar‘\'xs + ...+arn.xn = br

xm +a}n}n+1x’n+1 + ...+a}nyxs + ...+a}nnxn = bm

peut étre représenter dans le tableau suivant Contt Xy + oot CoXy + b CaX, = 22
YVariables Tertmnes
dépendantes K| Ky X e X Kot X, X, —Z de droite

Il ]_ ﬂl?‘?‘!‘l‘l ...ﬂlﬁ "'I'.'I]_;l-; E:'].
42 1 @ 2prkl @25 Iy b2
. _ _ _ _
¥ 1 ErmH "ty trn by
A 1 o A s "l oan bm
— £t Cs Ca 1 -z




Etape 1: Choix de la variable d’entrée

* En se référant a la derniere ligne du tableau, soit ¢s = min

{c

)

1£j<n
- . | Variable d’entre;:eu frEes
Si ¢ >0, alors la solution 1 .c:ir "
courante est optimale et At " Ay TE = arete

I’algorithme s’ arréte Al ol il B
el | s o Bl S R S b2

Si Cs <0, alors x, estla Gyl g e D by

variable d’entrée :
i s & mn b

—Z CmH v C; w0y _ =z




Etape 2: Choix de la variable de sortie

Sia, <0 V1<i<m

le probleme n’est pas

| Variable d’entféﬁ

es
borné et 1’algo. s’arréte '
g X, won Xy Xy X X, —Z de droite
X 1 Alerl @l [ @ln B
2 ekl | s |t 2n b2
Si di telque a;, >0 u _ _ 7
alors la sol. demeure réalisable Ermt " dys [""dn ’
& Vi telque ais >0 _ _
— — b — — —
xX;=bi —aisx; 20 & sz_l 2 e O s L ypam 'E'-"m
Ais — — — —
La variable d’entrée x, prend la valeurf *H """ £ cn | - =
br . bi -
X, ==—= minq=—:a;s >0
A rs 1<i<m Ais




Etape 2: Choix de la variable de sortie

YWariables [ Variable d’entrée [
dépendantes X % Xog "X, X, —Z de droite
( Variable de sortie ] = = — -
Al 1 Al vl dln b
IE ]' g o Rl # Y Ll Y -E:'E
X _ B _ _
¥ ErmH """y " dyn by
Im s r I:Ims ﬂ?‘?‘!?‘! 'E'-'I?‘i"!
—Z ComH 05 v Cm _Z




Etape 3: Pivot

L’élément de pivot @rs est a ’intersection de la
colonne de lawariable d’entrée x, et de la ligne
de la variable de 1

| Variable d’entféﬁ

ES
dépendantes K] KPR, Ky K X, R, <.z | de droite
( Variable de sortie ] = — — —
"-ll']_ 1 I:I]-;";"E-I_]. ...l:I]_E ...I:I]_:"E .E:']_
IE B 1 2??2_'_1 ---I:IEJ ..I:IE:"! E:IE
I:I-' 1 ':I:'":":"!'H. ...I:I:'":"E .E:':l-'
Im 1 I:I?‘?'E:":"E'l']. ...ﬂmﬁ ...ﬂmﬂ; .E:'m
—Z ComH 05 v Cm _Z




Etape 3: Pivot

Yariables [ Variable d’entrée [
dépendantes K] Rg Rt Ky Ky X, R, <.z | de droite

( Variable de sortie ] = — — —
"-ll']_ 1 I:I]-;";"E-I_]. ...l:I]_E ...I:I]_:"E .E:']_

IE 1 l'_'IE;.,?H_l ---I:IEJ ...I:IE:"! E:IE

X _ B _

¥ 1 & 3 pmaH ""51:'*?:! &

Ao 1 bl g 0 fam

—Z < c, Cu 1 _Z




Etape 3: Pivot

Divisons_la ligne r par I’élément
de pivot ars afin d’obtenir la
ligne r résultante

WV atiaples [ Variable d’entrée [
dépendantes K KRt Ky K R R 2z | de droite
( Variable de sortie ] = — — —
Al 1 Al v Xl ey b
IE 1 l'_'IE;.,?H_l ---I:IEJ ..I:IE:"! E:IE
I:I-' 1 ':I:'":":"!'H. ...I:I:'":"E .E:':l-' -
. L Ars
Im 1 I:I?‘?'E:":"E'l']. ...ﬂmﬁ ...ﬂmﬂ; .E:'m
—Z < c, Cu 1 _Z




Etape 3: Pivot

Divisons_la ligne r par I’élément
de pivot ars afin d’obtenir la
ligne r résultante

Variaples

| Variable d’entféq

ES
dépendantes K] Rp Rt Ky K R ‘X, oz de droite

( Variable de sortie ] = — — —
Al 1 Almrtl = @1 " dln b

A2 1 X 2t (90 b2

Ay 1 rmtl 1., Ym b,

a”s ai’S ars ars

Im ]- s r I:Ims ﬂ?‘?‘!?‘! 'E'-'I?‘i"!

—Z ComH 05 v Cm _Z




Etape 3: Pivot

Multiplions la ligne r résultante
par g;, pour la soustraire de la
ligne i du tableau. Ceci ramene le

A coefficient de la variable d’entrée x_a 0. [ Variable d’entrée

ES
L - / _ .
dépendantes T Koy e m X, I de droite
( Variable de sortie ] = — —
A 1 ElmH -4 5 -E:'l
IE 1 I:IE:*?H-]. ...I:IEJ "'I:IE;I-E E:IE
I:I" 1 ':I:Fm-l-l ---I:I?_H E:':..-
Im ; 1 I:I:":"E:":"!'H "":I:":"!.F I:Imna 'E:Im
—Z < c, Cu 1 _Z




Etape 3: Pivot

Multiplions la ligne r résultante
par g;, pour la soustraire de la
ligne i du tableau. Ceci ramene le

Va coefficient de la variable d’entrée x_a 0. [ Variable d’entrée [ -z
/ L =L
dépendantes T Koy e ;'fr\’\ :\ H e X, X, de droite
[ Variable de sortie ] — — =

_,-'._1 1 I:I "'I:I]_J ...I:I].:"E 'E:'].
IE 1 ﬂz??‘l""l' .--I-_'Izn -E:'E
Ay 1 & ymH ""51:"?:! E:lr
I:":"! ; 1 I'-'I:":"E:":"!'l'l ...ﬂmﬁ ﬂm?‘! ars .E:'m
—Z ComH 05 v Cm _Z




Etape 3: Pivot

Multiplions la ligne r résultante

par ¢, pour la soustraire de la

ligne i du tableau. Ceci ramene le
coefficient de la variable d’entrée x_a 0.

Wa A/lVariable d’entfé;q .
dependantes | @y x .- % \\;m-l-l X, ez, =z | de droite
( Variable de sortie ] — —
] 1 =+ 21n -E:'l
A9 1 .- &2?: -E?E
Ay 1 .. E”! by
E - a Emn @ B
—Z cn 1 _z




Etape 3: Pivot

Multiplions la ligne r résultante

par ¢, pour la soustraire de la derniere
ligne du tableau. Ceci ramene le
coefficient de la variable d’entrée x_a 0.

W | Variable d’entféq ag
dependantes | xy x, - ;.k o | de droite
( Variable de sortie ] —

1 1 B
A2 1 b2
A 1 by
o “ an Bam
I 1 _z




Tableau résultant

pour

amorcer la prochaine itération

YWariables Termes
dépendantes X| Xy X, Ky *oX, X, —Z de droite
| 1 ]y &l -e- ) & 1n -E;l
A2 1 "EE?" &t Tt +o () "EE:"! -'E_:'E
s 'Efrr Ifrf:'f:r:rz-l-l "Ern v
: | By
X, T PR | B, =
B om
— £ " E;l-' EH'H-]_ [:] .. E:I-! ]. — HE_.




Méthode du simplexe — notation matricielle



all
A=| :
Notation matricielle a
Le probleme de programmation o[e
linéaire sous la forme standard —LMe
min  7=cX +Cx% +..C X,
Sujeta allxl + alzxz +...+ aln.xn — bl
6121)61 + a22x2 +...+ aznxn — b2
min z=c'x
Sujeta Ax=b
x=>0
c.xe R" be R a,.1X1 + a,»Xo +...+ A, X, :bm
Amatrice mXn Xps Xp5 ey X, 20




Problem du restaurateur

minz=—-8x—6Yy
min z=[-8,-6,0,0,0] | x Suject to Sx+3y+u =30
y 2x+3y +p =24
U Ix+3y +h=18§
p x,y,u, p,h =0
_h_
S.t. -
X
5 3 10 0)y| [30]
2 301 Oflu|=|24
1 300 1)jp| |18
h




{ o f]
Notation matricielle

X
c'=[c...5c,] x=|:
min 7 ;
Sujeté allxl +6112x2 +...+ alnxn =b1

min 7
Sujeta Ax =b
T

c x—z=0
x>0 A X T Ao Xy Tooat Uy Xy, =b,
c,xe R",be R™ X+ CoXxy+..+ ¢, x, —2=0

A matrice mXxn Xy Xpy oy X, 2 0

n




Méthode du simplexe — notation matricielle

e Considérons le probleme de programmation linéaire sous sa forme
matricielle

min z
Sujeta Ax =b

ch—zzO

x=20

* Supposons que m <n et que la matrice A est de plein rang (i.e., rang(A) =
m, ou que les lignes de A sont lin€airement indépendantes )

e Une sous matrice B de A est une base de A si elle est mxm et non singuliere
(i.e, B! existe)



Probleme du restaurateur:

A=

X y u p h
5 310 0)
2 301 0

1300 1,

Exemples de base:

u p h
(1 0 0)

0 0 1,

01 0| B,=

X p h
(5 0 0)
2 1 0

10 1

X py
(5 0 3)
2 1 3

10 3,



Méthode du simplexe — notation matricielle

Une sous matrice B de A est une base de A si elle est mxm et non singuliere
(i.e, B! existe)

Pour faciliter la présentation, supposons que la base B que nous
considérons est composée des m premieres colonnes de A, et ainsi

A=|B'R]

Dénotons également

Le probleme original peut s’écrire



min z
Sujeta Ax =b
c'x—z=0
x=0

min z

Sujet 2

[

|B:R]

T: T
Cp -Cp

x=>0




min Z

Sujeta

Bxy + Rxj,

T T
CpXp TCRrXR

Xg,Xp =0

=b
_7=0

min z

Sujeta

c

|B:R]

T: T
B **~R

x=20




e Exprimons x; en fonction de x, en utilisant les contraintes du probleéme
Bxg + Rxp =b
B~'(Bxp + Rx)=B'b
B™'Bxy + B'Rx, =B'b
Ixg + B~'Rxp =B7'b

e Ainsi

Ixg =—B'Rxp, +B'b



En remplacant x, par sa valeur

min z en fonction de x, dans I’équation
RN de la fonction économique
Sujeta Bxy + Rxg =b e
Notons que ces deux problemes sont
C; X+ CITe Xp—2=0 équivalgnts car l.e deuxiéme est obtenu
du premier a 1’aide d’opérations
Xp :N ¢lémentaires utilisant une matrice
. non singuliere B-!
mi
RN —1 -1
Sujeta Ix; + B Rxp, =B b

¢ (=B"'Rxp + B 'b)+cpx, —2=0

Xg,Xp =0



min z

Sujet a Ix, + B"'Rx, =B'b
T —1 —1 T _
cg(=B Rxz+B 'b)+crxp—2=0
Xg,Xp 20
En regroupant les coefficients de xz [ o }{ B }H}m
min 2 I
Sujeta  Ir, + B™'Rx, = B7'b

Ox, +(cy —cpB'R)xy —z=—cyB'b

Xg,Xp 20



min z

Sujeta  Ixy + B 'Rxg = B7'b
Ox, +(cy —cyB'R)x —z =—cyB'b
Xg,Xp 20

Le probleme se traduit dans le tableau suivant

Var. base xt X% ~-z | Termes droite

Xp 7 B lg 0 B7lh

= 0 cp-cypBIR 1 ~ct B




a21xl + azzxZ +...+ azn.xn :b2
a, X, +a,,x, +..+a,,x, =b,
T T
Xp Xp —Z r.h.s.
-1
B 'x B R 0 b
T T
Cpy Cp 1{ O
X+ +Z1m+1xm+1 + ---+lexx + ...+;1nxn = 51
X, + +sz+1xm+1 + ...+;2xxs + ...+52nxn = Zz
X, + +;rm+1xm+1 + ...+;mx‘Y + ...+men = Zr
X, +me+1xm+1 + ...+stxs + ...+Emnxn = Zm
;m+1xm+1 + ...+ Esxs + ...+ Enxn = Z—E
5 . T T
basic var.| xj Xh -z r.h.s.
x5 ! B g 0 Bl
= 0 cir-cypB7IR 1 —ctE




Méthode du simplexe — notation matricielle

Une sous matrice B de A est une base de A si elle est mxm et non singuliere
(i.e, B! existe)

Pour faciliter la présentation, supposons que la base B que nous
considérons est composée des m premieres colonnes de A, et ainsi

A=|B'R]

Dénotons également

Le probleme original peut s’écrire



Considérons la base a la deuxieme itération du probleme du

restaurateur:;
X p h yu
(5 0 0 3 1) (5 0 0) (3 1)
A=[2 1 030| B=|2 1 0| R=|3 0
1 0130, 1 0 1 3 0
-
y
Xp=| P XR:{}
u
_h_




min Z

Sujeta

Bxy + Rxj,

T T
CpXp TCRrXR

Xg,Xp =0

=b
_7=0

min z

Sujeta

c

|B:R]

T: T
B **~R

x=20




min 7

Sujet a

1V

\VJ




Obtenons B~ avec la méthode d'élimination de Gauss:

1
0
1

(5 0 0)
2 1 0

10 1,

0 0)
1 0
0 1)

1 0 0)
0 1 0

0 0 1,

1 0 0)
01 0

0 0 1,

(1

S O W

N
0 0

1 O
0 1

J

0|=B"




e Exprimons x; en fonction de x, en utilisant les contraintes du probleéme
Bxg + Rxp =b
B~'(Bxp + Rx)=B'b
B'Bx, + B'Rx, =B7'b
Ixg + B'Rx, =B7'b

e Ainsi

Ixg =—B'Rxp, +B'b



I 03 O

3 1)

(5 0 0)\|x
2 1 Oflp
1 0 1)|h

3 0)

(3 1)
3 0

3 0

30
24
18

30
24
18




3 1)
3 0

}: 12
12

3 0

30
24

18




En remplacant x, par sa valeur
en fonction de x, dans I’équation

de la fonction économique

min z
Sujeta Bxy + Rxg =b
CpXp+CpXp—2=0
Xg,Xp 20
min 7
Sujeta

Notons que ces deux problemes sont
équivalents car le deuxieme est obtenu
du premier a 1’aide d’opérations
élémentaires utilisant une matrice

non singuliere B!

Ix, + B'Rx, =B"'b

¢y (=B7'Rxp, + B7'b)+crxp—2=0

Xg,Xp 20




min z

Sujeta Ix, + B"'Rx, =B'b
¢y (=B"'Rxp + B~ 'b)+cpx,—27=0
Xg,Xp 20

En regroupant les coefficients de x,
min Z
Sujeta  Ixz +B 'Rx, = B7'b
0x, +(cp —cyB'R)xp—z =—cpB™'b

Xg,Xp 20



cgB'b=[-8 0 0]

[0 0 0]

Oxp +(cy —cpB 'R)xp—2 =—cB™'b

(1 A
S 30

24
18

[-6 0]-[-8 0 0]

=[-8 0 0]

12

12

(3 1)
3 0
3 0)




[0 0 0]

[0 0 0]

(-6 0]-[-8 0 0]

(-6 0]-[-8 0 0]

(3 1)

3 0)

3 1)
5 5
9 2
5 5
12 -1
.5 5)

3o{y



[0 0 0]

[0 0 0]

[0 0 0]

|
Ay
|

|
Ay
|

|
Ay
|

+|[-6 0]-[-8 0 0]




min z

Sujeta  Ixy + B 'Rxg = B7'b
Ox, +(cy —cyB'R)x —z =—cyB'b
Xg,Xp 20

Le probleme se traduit dans le tableau suivant

Var. base xt X% ~-z | Termes droite

Xp 7 B lg 0 B7lh

= 0 cp-cypBIR 1 ~ct B




|
o oo
|l
1
~ X
| I
— " 4.75 1;5 S O
|_|
_ _ x —
_x Ph_
~
~

h| 0 0 1



12

12




12

438

X

30
24
18

O

- = [termes droite

N o0

v oa - 5

._4 ) o o —
<| =1 an 1_5 o0 | v

_
N

Al e o 1_5 6_

= - - — o

Q o — () (e}

= — (@) (a) (@)

[\

= SV ~ _



Exprimons x, en fonction de x, en utilisant les contraintes du probleme
Bxy +Rxp =b
B™'(Bx; +Rxp)=B"'b
En fait ceci revient a faire
B™'Ax=B""b.
Or s1 la matrice A comporte une sous matrice qui est égal

a la matrice identité /; 1.e.,

A=|AiT]
alors B 'Ax=B" [A : I] X
= [B—1A : B_l]x.

Ainsi, dans le tableau associé a la base B, nous retrouvons

linverse de la base B~' sous les variables associées 2 la

matrice identité I dans le tableau original.



30
24
18

12

12

48

0 O

0

-6

X

0




Var. base i % -z | Termes droate
X I 5lg 0 571
—= I:' ER_EEE_IR 1 _E_E-.E_IE:'

Les variables de x5 (dénotées
jusqu’ici variables dépendantes)
qui sont associ€es aux colonnes
de la base B, sont dénotées
variables de base

Les variables de x, (dénotées
jusqu’ici variables
indépendantes) sont dénotées
variables hors base




Var. base i % -z | Termes droate

xR I B lg 0 B4

= 0 cp-cyB'R 1 - g B

Pour obtenir la solution de base associée a la base B,
posons xR =0
etalors xz=B1b.

La solution de base est réalisable s1 x5 >0




Var. base i % -z | Termes droate
X I 5lg 0 571
—= I:' ER_EEE_IR 1 _E_E-.E_IE:'

Notons que ce tableau est identique a celui utilisé pour illustrer
une itération du simplexe




Var. base i % -z | Termes droate
X I 5lg 0 571
—= I:' ER_EEE_IR 1 _E_E-.E_IE:'

Puisque tout tableau du simplexe est associé a une base de A constituée
des colonnes associé€es aux variables de base (variables dépendantes),

il s’ensuit que dans I’algorithme du simplexe, nous passons d’une

solution de base réalisable a une nouvelle solution de base réalisable

ayant une valeur plus petite




Critere d’optimalité

e Proposition Dans I’algorithme du simplexe, si a une it€ration les colits

relatifs . ;=0 Vj,1<j<n alors la solution courante est optimale

Preuve: Sans perte de généralité, supposons que les m premieres variables

X5 X5, ..., X, SONt les variables de base; 1. e.,

WVariahles Termes
dependantes de droite
b

52 Var. base I Termes droite

X B3

— I'o-l
Z R _CBB i




Critere d’optimalité

YVariables Tertmes
dépendantes de droite

La fonction économique est de la forme

z=0x,+...40x, +¢C, X, . +...+C,x +csB b

zZ= -ch_lb



Critere d’optimalité

La fonction économique est de la forme

_ — T p-1
z=0x+...+0x,+c, X, . +...7C, X, +cxgB b

Considérons une autre solution réalisable X >0 dont la valeur est

~ - ~ L Tpl
= “Cml Xm+l + Cm+2 Xm+2 ...+ CnXn +CgB b

& |

Mais puisque par hypothese c ;20 Vj,1<j<n ,ils’ensuit que

Const Xt + Cmi2 Xms2 + et Co Xn +CyB"b 2 ¢y B™'b
>0
Donc la solution courante est optimale. -

& |
Il




