
QUELQUES EXERCICES CORRIGÉS D’OPTIMISATION

EXERCICE I (Calcul différentiel)

1. Montrer que la fonction f : R2 → R2 définie par

f (x, y) =

{
y2

x si x 6= 0
y si x = 0

admet des dérivées partielles au point (0, 0), mais n’est pas continue en (0, 0).

2. Soit E, un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire 〈·, ·〉. Montrer la continuité,
puis la différentiabilité et calculer la différentielle de l’application « produit scalaire »
Φ : E2 → R définie par Φ(x, y) = 〈x, y〉 pour tous (x, y) ∈ E2.

3. Soit A ∈ Mn,m(R), avec (n, m) ∈N∗2.

(a) Montrer que l’application J : Rm → R définie par J(X) = ‖AX‖2, où la notation ‖ · ‖
désigne la norme euclidienne de Rn, est différentiable et calculer sa différentielle.

(b) Soit f ∈ C1(R). Montrer que l’application G : Rm → R définie par G(X) = f (J(X))
est différentiable et calculer sa différentielle.

Corrigé de l’exercice

1. On a pour tout t ∈ R∗, f (t, 0)− f (0, 0) = 02

t = 0, ce qui montre que lim
t→0

f (t, 0)− f (0, 0)
t

= 0,

donc f admet une dérivée en (0, 0) selon le vecteur (1, 0), et que ∂ f
∂x (0, 0) = 0. De même, f (0, t) =

t pour tout t ∈ R, donc f est dérivable en (0, 0) selon le vecteur (0, 1) et ∂ f
∂y (0, 0) = 1.

2. L’application Φ étant bilinéaire, sa continuité sur E2 est équivalente à sa continuité en (0, 0). De
plus, d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, |Φ(x, y)| ≤ ‖x‖ · ‖y‖ pour tous (x, y) ∈ E2, où
‖x‖ =

√
〈x, x〉.

Étudions la différentiabilité de Φ. Fixons (x, y) ∈ E2 et (h, k) ∈ E2. On a :

Φ(x + h, y + k) = Φ(x, y) + Φ(x, k) + Φ(h, y) + Φ(h, k),

donc si L(h, k) = Φ(x, k) + Φ(h, y), on a

‖Φ(x + h, y + k)−Φ(x, y)− L(h, k)‖ = ‖Φ(h, k)‖ ≤ ‖h‖ · ‖k‖ = o(N(h, k)),

en prenant par exemple N(h, k) = max{‖h‖, ‖k‖}. De plus, L est linéaire et continue car

|L(h, k)| ≤ ‖x‖ · ‖k‖+ ‖h‖ · ‖y‖ ≤ N(x, y)N(h, k) −−−−−→
N(h,k)→0

0,

en vertu de l’inégalité de Cauchy-Schwarz. On en déduit simultanément que Φ est différentiable,
et que dΦ(x,y)(h, k) = L(h, k) = 〈x, k〉+ 〈y, h〉.

3. (a) L’application X ∈ Rn 7→ ‖X‖2 est C∞ donc différentiable sur Rn, car polynômiale. L’ap-
plication X 7→ AX est linéaire, donc différentiable. Par conséquent, l’application J est dif-
férentiable en tant que composée de fonctions qui le sont. De plus, pour tout X ∈ Rm, on
a

J(X) = 〈AX, AX〉 = 〈A>AX, X〉,
avec A>A ∈ Sm(R). On en déduit que la différentielle de J en X est l’application linéaire
dX J : h ∈ Rm 7→ 2〈A>AX, h〉.



(b) Utilisons le théorème de composition des différentielles. On obtient

dXG(h) = dJ(X) f ◦ dX J(h) = 2 f ′(J(X))A>Ah.

pour tout h ∈ Rm.

EXERCICE II (Calcul différentiel)

On considère la fonction f : R2 → R définie par f (x, y) =

{
x3+y3

x2+y2 si (x, y) 6= (0, 0)
0 sinon

.

La fonction f est-elle continue sur R2 ? de classe C1 sur R2 ?

Corrigé de l’exercice

La fonction f est C∞ sur R2\{(0, 0)} en tant que produit, quotient ne s’annulant pas etc. de fonctions
qui le sont. Reste à étudier la régularité en (0, 0). On a

∀(x, y) ∈ R2\{(0, 0)}, | f (x, y)| ≤ |x|
3

x2 +
|y|3
y2 = |x|+ |y| −−−−−−→

(x,y)→(0,0)
0.

f est donc continue en (0, 0). En revanche, f n’est pas C1 en ce point car elle n’est même pas différentiable
en (0, 0). En effet, soit t 6= 0 et (x, y) 6= (0, 0). On a

f (tx, ty)− f (0, 0)
t

=
t3(x3 + y3)

t3(x2 + y2)
−−−−−−→
(x,y)→(0,0)

x3 + y3

x2 + y2 .

Or, si f était différentiable en (0, 0), cette limite coïnciserait avec d(0,0) f (x, y) et serait en particulier
linéaire par rapport à (x, y) ce qui n’est pas le cas.

EXERCICE III (optimisation sans contrainte)

On considère la fonction f définie sur R2 par

f (x, y) = x4 + y4 − 2(x− y)2.

1. Montrer qu’il existe (α, β) ∈ R2
+ (et les déterminer) tels que

f (x, y) ≥ α‖(x, y)‖2 + β

pour tous (x, y) ∈ R2, où la notation ‖ · ‖ désigne la norme euclidienne de R2.
En déduire que le problème

inf
(x,y)∈R2

f (x, y) (P)

possède au moins une solution.

2. La fonction f est-elle convexe sur R2 ?

3. Déterminer les points critiques de f , et préciser leur nature (minimum local, maximum
local, point-selle, ...). Résoudre alors le problème (P).



Corrigé de l’exercice

1. f est polynômiale donc de classe C∞(R2). En utilisant le fait que xy ≥ − 1
2 (x2 + y2), on écrit

f (x, y) ≥ x4 + y4 − 2x2 − 2y2 + 4xy ≥ x4 + y2 − 4x2 − 4y2,

pour tout (x, y) ∈ R2. En utilisant le fait que pour tout (X, ε) ∈ R2, X4 + ε4 − 2εX2 ≥ 0, il vient

f (x, y) ≥ (2ε− 4)x2 + (2ε− 4)y2 − 2ε4.

Choisissons par exemple ε = 3, on en déduit

f (x, y) ≥ 2(x2 + y2)− 162 −−−−−−−→
‖(x,y)‖→+∞

+∞,

ce qui prouve que f est coercive sur R2 qui est fermé et de dimension finie. D’après le théorème
du cours, le problème (P) admet au moins une solution.

2. Pour étudier la convexité de f (qui est de classe C2 sur R2), calculons sa matrice hessienne en

tout point (x, y) de R2. On a Hess f (x, y) = 4
(

3x2 − 1 1
1 3y2 − 1

)
.

Rappelons que f est convexe sur R2 si, et seulement si sa matrice hessienne est semi-définie
positive en tout point. Or, on vérifie aisément que les valeurs propres de Hess f (0, 0) sont 0 et
−2. Par conséquent, f n’est pas convexe.

3. Les points critiques de f sont donnés par les solutions de ∇ f (x, y) = (0, 0), autrement dit, les
points critiques sont solutions du système :{

x3 − (x− y) = 0
y3 + (x− y) = 0

⇔
{

x3 + y3 = 0
y3 + (x− y) = 0

⇔
{

y = −x
x3 − 2x = 0

On en déduit que f admet trois points critiques : O(0, 0), A(
√

2,−
√

2) et B(−
√

2,
√

2).
f étant de classe C2, on va utiliser la caractérisation des points critiques à l’aide de la hessienne
calculée à la question précédente.

— Point A : Hess f (A) =

(
20 4
4 20

)
donc la trace de Hess f (A) vaut 40 et son déterminant 384.

On en déduit que Hess f (A) possède deux valeurs propres strictement positives donc que A
est un minimiseur local pour f .

— Point B : Hess f (B) = Hess f (A), donc la même conclusion que pour le point A s’impose.

— Point O : Hess f (O) =

(
−4 4
4 −4

)
, donc la trace de Hess f (O) vaut −8 et son déterminant

est nul. Il vient que ses valeurs propres sont 0 et −8. On ne peut donc rien conclure dans ce
cas à l’aide de la matrice hessienne. En revanche, on peut donner un argument à la main : soit
x ∈ R tel que |x| < 2. On a f (x,−x) = 2x4− 8x2 = −2x2(4− x4). Or, |x| < 2 donc 4− x2 > 0
et on en déduit que f (x,−x) < 0. De même, soit x ∈ R. On a f (x, x) = 2x4 ≥ 0. Puisque
les inégalités précédentes sont obtenues pour des x arbitrairement petits, on en déduit que le
point (0, 0) est un point-selle pour f .

En conclusion, puisque le problème (P) possède une solution, la caractérisation des points cri-
tiques de f nous assure que

inf
(x,y)∈R2

f (x, y) = f (A) = f (B) = −8.

EXERCICE IV (optimisation quadratique, moindres carres)

Soit N ∈N∗. On considère un nuage de points {(ti, xi)}1≤i≤N , et on cherche à mettre en œuvre
une régression parabolique, autrement dit, on recherche la parabole P d’équation y = at2 + bt+ c,
où a, b et c sont trois réels à déterminer, telle que la somme sur tous les indices i variant de 1 à
N du carré de la distance du point (ti, xi) au point de même abscisse sur P soit minimale.



1. Écrire ce problème comme un problème de minimisation quadratique, c’est-à-dire un
problème de la forme

inf
X∈Rn

J(X) avec J(X) =
1
2
〈AX, X〉 − 〈b, X〉, (Q)

avec A ∈ Sn(R), b ∈ Rn. On devra donc expliciter n, A et b.
On utilisera la notation Sk = ∑N

i=1 tk
i .

2. Discuter de l’existence des solutions d’un tel problème.

3. On suppose que la matrice A est définie positive. Démontrer que (Q) possède une
unique solution.

Corrigé de l’exercice

1. Le problème s’écrit

inf
X∈R3

J(X) avec X =

a
b
c

 et J(X) =
N

∑
i=1

(xi − at2
i − bti − c)2.

Écrivons J(X) = ‖MX − k‖2 avec M =

 t2
1 t1 1
...

...
...

t2
N tN 1

 et k =

 x1
...

xN

. D’après le cours sur la

méthode des moindres carrés, on a

J(X) =
1
2
〈AX, X〉 − 〈b, X〉

avec n = 3, A = M>M ∈ S3(R) et b = M>k ∈ R3. On calcule A =

S4 S3 S2
S3 S2 S1
S2 S1 N

.

2. Ce problème est équivalent au problème de minimiser la distance euclidienne de k au sous es-
pace vectoriel (de dimension finie) Im(M). C’est donc un problème de projection orthogonale, et
il admet une solution.

3. Dans ce cas, on sait que Hess J(X) = A qui est définie positive. Par conséquent, J est strictement
convexe, et J possède au plus un minimum dans RN . Comme on a vu qu’elle en possède au
moins un, on conclut à l’existence et l’unicité.

EXERCICE V (optimisation quadratique, moindres carrés)

On considère la fonction f définie sur l’intervalle [−1, 1] par f (x) = x3. L’espace C0([−1, 1]) des
fonctions continues sur [−1, 1] est muni du produit scalaire défini par 〈h, g〉 =

∫ 1
−1 h(x)g(x) dx

et on note ‖ · ‖ la norme associée, définie par ‖h‖ =
√
〈h, h〉, pour tous (h, g) ∈ (C0([−1, 1])2.

On souhaite déterminer le polynôme P de degré inférieur ou égal à 1 qui approche le mieux f
au sens des moindres carrés, c’est-à-dire qui minimise ‖ f − P‖2 parmi tous les polynômes de
degré inférieur ou égal à 1 (sous réserve qu’il existe et soit unique).

1. Mettre ce problème sous la forme d’un problème de moindres carrés de dimension finie.
Quelle est cette dimension?

2. Étudier l’existence/l’unicité des solutions de ce problème.

3. Résoudre ce problème.



Corrigé de l’exercice

1. Le problème d’optimisation sous-jacent s’écrit

inf
(a,b)∈R3

J(a, b), avec J(a, b) =
∫ 1

−1
(x3 − ax− b)2 dx.

On calcule alors

J(a, b) =
∫ 1

−1
(x6 + a2x2 + b2 − 2ax4 − 2bx3 + 2abx) dx =

1
2
〈AX, X〉 − 〈b̃, X〉+ c,

avec X = (a, b)>, A =

(
4/3 0

0 4

)
, b̃ =

(
4/5

0

)
et c = 2

7 . On s’est ainsi ramené à un problème

d’optimisation de dimension 2.
2. Le problème d’optimisation précédent est un problème d’optimisation quadratique donc la ma-

trice hessienne associée est définie positive (cela se retrouve d’ailleurs en utilisant le formalisme
des problèmes de moindres carrés menant à l’équation normale). On en déduit que la fonction J
est coercive sur R2 qui est fermé et de dimension finie donc ce problème possède une solution
unique.

3. L’équation normale s’écrit AX = b̃ qui se résout directement. On obtient : X =

(
3/5

0

)

EXERCICE VI (convexité, optimisation quadratique)

Soit a ∈ R. On définit fa : (x, y) 7→ x2 + y2 + axy− 2x− 2y.

1. Pour quelles valeurs de a, la fonction fa est-elle convexe? Et strictement convexe?

2. Discuter en fonction des valeurs du paramètre a de l’existence de solutions au problème
d’optimisation inf{ fa(x, y), (x, y) ∈ R2}.

3. Lorsque a ∈]− 2, 2[, résoudre le problème précédent.

Corrigé de l’exercice

1. La fonction fa est C∞ sur R2 car polynômiale. Pour étudier la convexité de f , calculons sa hes-

sienne : pour tous (x, y) ∈ R2, hess f (x, y) =

(
2 a
a 2

)
. Cette matrice ne dépend pas de x et

y. Etant symétrique réelle, elle est diagonalisable et on note λ1 et λ2 ses valeurs propres. On a
tr(hess fa(x, y)) = λ1 + λ2 = 4 > 0, donc fa n’est jamais concave. De plus, det(hess fa(x, y)) =
λ1λ2 = 4− a2. On en déduit que fa est convexe si, et seulement si a ∈ [−2, 2], strictement convexe
si, et seulement si a ∈]− 2, 2[ et n’est ni convexe, ni concave sinon.

2. Souvenons-nous du cours sur l’optimisation de fonctions quadratiques :
— si a ∈]− 2, 2[, hess fa est constante et appartient à S++

n (R). Par conséquent, fa est strictement
convexe et coercive (cf. cours) sur R2 qui est fermé et de dimension finie. Par conséquent, le
problème infR2 fa a une unique solution.

— si a ∈ R\[−2, 2], la matrice hess fa a une valeur propre strictement négative µ, et il existe une
direction~e ∈ R2 (vecteur propre associé à µ) dans laquelle f (t~e)→ −∞ quand t → +∞. Par
conséquent, le problème infR2 fa n’a pas de solution.

— Cas a ∈ {−2, 2}. Dans ce cas, la matrice hess fa est semi-définie positive, mais pas définie
positive. D’après le cours, le problème infR2 fa a une solution si, et seulement si (2, 2)> ∈
Im(hess fa). Or, puisque a = ±2,

hess fa

(
h1
h2

)
=

(
2h1 + ah2
ah1 + 2h2

)
= h1

(
2
a

)
+ h2

(
a
2

)
⇒ Im hess fa = vect

(
2
a

)
.

Par conséquent, si a = 2, (2, 2)> ∈ Im(hess fa) et le problème infR2 fa a une infinité de
solutions. Si a = −2, (2, 2)> /∈ Im(hess fa) et le problème infR2 fa n’a pas de solution.



3. Déterminons les points critiques de fa :

∇ fa(x, y) = 0⇔
(

2x + ay− 2
2y + ax− 2

)
= 0⇔

(
x
y

)
=

2
2 + a

(
1
1

)
.

D’après l’étude précédente, dans le cas considéré, le problème infR2 fa a une unique solution qui
est donc donnée par x = y = 2

2+a et l’infimum vaut alors − 4
2+a

EXERCICE VII (Optimisation sans contrainte, quotient de Rayleigh)

Soit A ∈ S+n (R). On considère la fonction f : Rn\{0Rn} → R définie par

f (x) =
〈Ax, x〉
‖x‖2 ,

où 〈·, ·〉 est le produit scalaire euclidien de Rn et ‖ · ‖ la norme induite.
1. Montrer que f est C∞ sur son ensemble de définition.
2. Montrer que les problèmes d’optimisation

inf
x∈Rn\{0Rn}

f (x) et sup
x∈Rn\{0Rn}

f (x)

possèdent une solution.
3. Déterminer l’ensemble des points critiques de la fonction f .
4. Résoudre les deux problèmes ci-dessus.
5. Démontrer que la matrice hessienne de f en un point critique x∗ ∈ Rn\{0Rn} est

Hess f (x∗) =
2
‖x∗‖2 (A− f (x∗) In),

où In désigne la matrice identité de taille n.
6. En déduire que tous les points critiques qui ne sont pas solution d’un des problèmes

ci-dessus sont des points-selles.

Corrigé de l’exercice

1. f est C∞ sur Rn\{0Rn} en tant que quotient de fonctions polynômiales dont le dénominateur ne
s’annule qu’en 0Rn .

2. Remarquons que, pour tout x ∈ Rn, f (x) = 〈A x
‖x‖ , x

‖x‖ 〉 et que l’application x ∈ Rn\{0Rn} 7→
x
‖x‖ est une surjection de Rn\{0Rn} dans la sphère unité Sn−1 = {y ∈ Rn | ‖y‖ = 1}. Il s’ensuit
que

inf
x∈Rn\{0Rn}

f (x) = inf
y∈Sn−1

〈Ay, y〉 et sup
x∈Rn\{0Rn}

f (x) = sup
y∈Sn−1

〈Ay, y〉.

La fonction y 7→ 〈Ay, y〉 est continue sur Sn−1 qui est compact. Ces problèmes ont donc une
solution.

3. Pour x 6= 0Rn , on a :

∇ f (x) = 0⇐⇒ 2Ax
‖x‖2 −

2〈Ax, x〉x
‖x‖4 = 0⇐⇒ Ax− f (x)x = 0.

Or, d’après le théorème spectral, la matrice A est diagonalisable dans une base orthonormée de
vecteurs propres. On note σ(A) = {λ1, . . . , λn} son spectre, avec λ1 ≤ · · · ≤ λn. Si l’équation
Ax = f (x)x possède une solution, alors nécessairement x est un vecteur propre de A. Récipro-
quement, si x est un vecteur propre associé à λ ∈ σ(A), alors f (x) = λ et donc Ax− f (x)x = 0.
On en déduit que l’ensemble des points critiques de f est l’ensemble des vecteurs propres x ∈
Rn\{0Rn} de A.



4. Puisque les deux problèmes ont une solution, on cherche les minimiseurs (resp. maximiseurs)
parmi les points critique. Si xλ est un vecteur propre de A associé à la valeur propre λ, on vérifie
que f (xλ) = λ. Par conséquent, les minimiseurs de f sont les vecteurs propres de Rn\{0Rn}
associés à λ1 et les maximiseurs de f sont les vecteurs propres de Rn\{0Rn} associés à λn. De
plus,

min
x∈Rn\{0Rn}

f (x) = λ1 et max
x∈Rn\{0Rn}

f (x) = λn.

5. Question difficile. Puisque f est C2 sur Rn\{0Rn}, on va écrire un développement limité de f à
l’ordre deux, et on identifiera la hessienne à l’aide du terme d’ordre 2. Soit v ∈ Rn et t ∈ R. On
a :

f (x + tv) =
〈Ax, x〉+ 2t〈Ax, v〉+ t2〈Av, v〉
‖x‖2

(
1 + 2t

‖x‖2 〈x, v〉+ t2

‖x‖2 ‖v‖2
)

=
〈Ax, x〉+ 2t〈Ax, v〉+ t2〈Av, v〉

‖x‖2

(
1− 2t〈x, v〉

‖x‖2 −
t2‖v‖2

‖x‖2 +
4t2〈x, v〉2
‖x‖4 + o(t2)

)
= f (x) + 2t

(
〈Ax, v〉
‖x‖2 − f (x)〈x, v〉

)
+t2

(
− f (x)
‖x‖2 ‖v‖

2 + 4 f (x)
〈x, v〉2
‖x‖4 − 4

〈Ax, v〉〈x, v〉
‖x‖4 + 〈Av, v〉

)
+ o(t2)

en utilisant que 1
1+u = 1− u + u2 + o(u2). On retrouve l’expression de la différentielle de f et on

en déduit que

〈Hess f (x)v, v〉 = 2
(
− f (x)
‖x‖2 ‖v‖

2 + 4 f (x)
〈x, v〉2
‖x‖4 − 4

〈Ax, v〉〈x, v〉
‖x‖4 + 〈Av, v〉

)
.

Or, en un point critique xλ (vecteur propre associé à la valeur propre λ), on a f (xλ) = λ et par
conséquent,

〈Hess f (xλ)v, v〉 = 2
(
− f (xλ)

‖xλ‖2 ‖v‖
2 + 〈Av, v〉

)
,

d’où l’expression de la hessienne annoncée.
6. Choisissons xλ de norme 1. Choisissons v = xλ′ un autre vecteur propre de A de norme 1, associé

à la valeur propre λ′. Alors,
〈Hess f (xλ)v, v〉 = 2

(
λ′ − λ

)
.

Si λ n’est pas la plus petite ou la plus grande valeur propre de A, il suffit alors de choisir λ′ valeur
propre strictement inférieure puis supérieure à λ, et on montre que l’expression ci-dessus peut
être strictement négative ou positive selon le choix de v. On en déduit que xλ est un point-selle.

EXERCICE VIII (extrema liés)

Déterminer les points les plus proches et les plus éloignés de l’origine (s’ils existent) de la
courbe d’équation x6 + y6 = 1. On illustrera la réponse à l’aide d’un dessin.

Corrigé de l’exercice

On note H = {(x, y) ∈ R2 | h(x, y) = 0} avec h(x, y) = x6 + y6 − 1. Les points de H les plus proches et
éloignés de l’origine sont respectivement solutions des problèmes

inf
(x,y)∈H

J(x, y) et sup
(x,y)∈H

J(x, y), avec J(x, y) = d((x, y), (0, 0))2 = x2 + y2

L’ensemble H est compact (en effet, il est fermé en tant qu’image réciproque du fermé {1} par la fonction
continue (x, y) 7→ x6 + y6, borné car pour tout (x, y) ∈ H, |x| ≤ 1 et |y| ≤ 1 et inclus dans R2 de



dimension finie) et J est continue sur R2 car polynômiale. Par conséquent, les deux problèmes ci-dessus
admettent une solution.

Caractérisons-la en écrivant les conditions d’optimalité. On a :∇h(x, y) = 0⇔ (x, y) = (0, 0) /∈ H, donc
les contraintes sont qualifiées en tout point. Soit (x, y), une solution de l’un ou l’autre des problèmes
ci-dessus. D’après le théorème des extrema liés, il existe λ ∈ R tel que ∇J(x, y) = λ∇h(x, y), soit

2x = 6λx5

2y = 6λy5

x6 + y6 = 1
⇔


x(1− 3λx4) = 0
y(1− 3λy4) = 0
x6 + y6 = 1

⇔


(x, y) = (0,±1), λ = 1

3
ou (x, y) = (±1, 0), λ = 1

3
ou (x, y) = (±2−1/6,±2−1/6) ' (±0.89,±0.89), λ = 22/3

3

Or, J(0,±1) = J(±1, 0) = 1 et J((±2−1/6,±2−1/6)) = 2.2−1/3 ' 1.59. Par conséquent, le problème infH J
a pour solutions (0,±1) et (±1, 0) et l’infimum vaut 1, tandis que le problème supH J a pour solutions
(±2−1/6,±2−1/6) et l’infimum vaut 2.2−1/3.

EXERCICE IX (problèmes d’optimisation avec contraintes, théorème de Kuhn-Tucker)

Une entreprise fabrique deux modèles de petites voitures, les modèles X et Y. Le modèle X, le
plus abordable, se vend à 1 e pièce. Quant au modèle Y, beaucoup plus sophistiqué, il se vend
à 3 e. Le coût de fabrication, exprimé en e, est donné par la fonction suivante :

C(x, y) = 5x2 + 5y2 − 2xy− 2x− 1000.

où x est le nombre de petites voitures du modèle X et y est le nombre de petites voitures du
modèle Y. On suppose que les jouets fabriqués sont tous écoulés sur le marché.

Dans tout l’exercice, on notera C+ = (R∗+)
2.

1. Soit (x, y) ∈ C+. Déterminer le profit P(x, y) réalisé par l’entreprise lorsqu’elle a vendu
x jouets de modèle X et y jouets de modèle Y.

2. Étudier la convexité de la fonction P sur C+.
3. La capacité de production de l’entreprise est au total de 20 jouets par jour. En supposant

que l’entreprise tourne à plein régime, trouver la répartition optimale entre les modèles
de type X et Y permettant de maximiser le profit quotidien. Calculer dans ce cas le profit
réalisé.
Indication : dans cette question et la suivante, on ne tiendra pas compte des contraintes (pourtant
naturelles) “x ≥ 0” et “y ≥ 0”. On expliquera pourquoi cela ne change en réalité rien.



4. Le conseil d’administration de l’entreprise s’interroge sur la pertinence de vouloir pro-
duire à pleine capacité. Il se demande s’il ne peut pas augmenter le profit en produisant
autrement. Pouvez-vous aider le conseil d’administration?

Corrigé de l’exercice

1. Le profit est la différence entre le gain et le coût de production, donc P(x, y) = x + 3y− C(x, y),
puis

P(x, y) = −5x2 − 5y2 + 2xy + 3x + 3y + 1000.

2. P étant C∞, on peut étudier sa convexité à l’aide de sa hessienne. On a hess P(x, y) =
(
−10 2

2 −10

)
.

De plus, étant symétrique réelle, la matrice hess P est diagonalisable de valeurs propres λ1 et λ2
telles que λ1 + λ2 = Tr hess P = −20 et λ1λ2 = det(hess P) = 96. On en déduit que λ1 et λ2 sont
strictement négative et P est donc concave sur ‘R2.

3. La contrainte sur la capacité de production s’écrit x + y = 20. On est donc amené à résoudre le
problème d’optimisation sous contrainte suph(x,y)=0 P(x, y) avec h(x, y) = x + y− 20. Puisque P
est quadratique et strictement concave, −P est coercive (cf. cours), et l’ensemble {(x, y) ∈ R2 |
h(x, y) = 0} est un fermé de dimension finie (image réciproque de {0} par h qui est continue).
Par conséquent, le problème précédent a une solution.
Étudions les conditions d’optimalité (qui sont donc des CNS). Puisque pour tous (x, y) ∈ R2,
∇h(x, y) 6= 0, les contraintes sont qualifiées en tout point. Le théorème des extrema liés fournit
alors l’existence de λ ∈ R tel que ∇P(x, y) = λ∇h(x, y), soit −10x + 2y + 3 = λ

−10y + 2x + 3 = λ
x + y = 20

⇐⇒
{

x = y = 10
λ = −77

On obtient ainsi la répartition optimale de voitures X et Y à produire et le profit réalisé vaut
P(10, 10) = 260.
Remarque : en théorie, il faudrait également ajouter les contraintes x > 0 et y > 0. Cependant,
puisqu’elles sont naturellement vérifiées à l’optimum, on constate a posteriori qu’il n’était pas
nécessaire de les inclure dans le calcul.

4. Le problème que l’on peut résoudre afin de satisfaire le conseil d’administration devient suph(x,y)≤0 P(x, y).
L’existence s’obtient par le même argument. Étudions les conditions d’optimalité. Le théorème
de Kuhn-Tucker fournit l’existence de µ ≤ 0 tel que

−10x + 2y + 3 = µ
−10y + 2x + 3 = µ
x + y ≤ 20
µ(x + y− 20) = 0

⇐⇒

 x = y = 3−µ
8

x ≤ 10
µ(x + y− 20) = 0

⇔
{

(x, y) = (10, 10) , µ = −77
ou (x, y) =

( 3
8 , 3

8
)

, µ = 0

Or, P (10, 10) = 260 < P( 3
8 , 3

8 ) = 8009
8 ' 1001.125. En conclusion, compte tenu des coûts de

production, il est préférable de moins produire de voitures X et Y et les proportions optimales
sont (x, y) =

( 3
8 , 3

8
)
.

EXERCICE X (méthode du gradient)

1. Soit n ∈ N∗. On désigne par 〈·, ·〉 le produit scalaire euclidien de Rn. Soit A ∈ S++
n (R),

b ∈ Rn et c ∈ R. On considère le problème d’optimisation quadratique

inf
x∈K

J(x) avec J(x) =
1
2
〈Ax, x〉 et K = {x ∈ Rn | 〈x, b〉 = c}.

Proposer une approche numérique de résolution que vous décrirez très précisément. On
explicitera notamment l’étape de modélisation et l’algorithme retenu.



2. Soit k > 0. On définit sur R2 la fonction appelée Rosenbrock banana, par la relation

f (x, y) = (x− 1)2 + k(x2 − y)2.

On souhaite minimiser f sur R2 à l’aide de la méthode du gradient à pas optimal à partir
de l’initialisation x0 = (0, 0).
Décrire cet algorithme. Montrer qu’il existe un choix optimal de pas à la première itéra-
tion et qu’il appartient à ]0, 1[. De façon plus générale, comment feriez-vous pour déter-
miner numériquement le pas optimal à chaque itération?
À votre avis, quel type de problème numérique rencontre cet algorithme lorsque k prend
des valeurs trop grandes?

Corrigé de l’exercice

1. Une possibilité est de traiter la contrainte à l’aide d’une pénalisation, en traitant le problème sans
contrainte :

inf
x∈Rn

Jε(x) avec Jε(x) = J(x) +
1
ε
(〈x, b〉 − c)2,

où le paramètre ε est choisi petit. On peut alors mettre en œuvre une méthode de gradient sur ce
problème. De plus, ∇Jε(x) = Ax + 2

ε (〈x, b〉 − c)b. L’algorithme s’écrit alors :

- on se donne ρ ∈ R, a priori assez petit et une initialisation x(0)

- poser k = 0
tant que (

∥∥∥x(k+1) − x(k)
∥∥∥

Rn
≥ ε) et (k ≤ kmax) :

calculer d(k) = −∇J(x(k))
poser x(k+1) = x(k) + ρd(k)

fin tant que

2. On pose X = (x, y). L’algorithme du gradient à pas optimal s’écrit :
- on se donne une initialisation X(0)

- poser k = 0
tant que (

∥∥∥X(k+1) − X(k)
∥∥∥

R2
≥ ε) et (k ≤ kmax) :

calculer d(k) = −∇ f (X(k))

calculer ρ(k) = argmin f (X(k) + ρd(k))
poser X(k+1) = X(k) + ρ(k)d(k)

fin tant que

Choix optimal du pas à l’iteration 1 : on calcule :

∇ f (x, y) =
(

2(x− 1) + 4kx(x2 − y)
−2k(x2 − y)

)
et donc ∇ f (0, 0) =

(
−2
0

)
.

Puisque
f ((0, 0)> − ρ∇ f (0, 0)) = f (2ρ, 0) = (2ρ− 1)2 + 16kρ4,

le pas optimal est solution du problème infρ∈R ϕ(ρ) avec ϕ(ρ) = (2ρ− 1)2 + 16kρ4. On vérifie
aisément que cette fonction est coercive sur R qui est fermé de dimension finie, donc le pro-
blème précédent à une solution. De plus, les points critiques de ϕ résolvent l’équation 2(2ρ −
1) + 64kρ3 = 0. Or, en tant que somme de deux fonctions strictement croissantes, la fonction ρ 7→
2(2ρ− 1) + 64kρ3 est strictement croissante, vaut−2 en ρ = 0 et l’équation 2(2ρ− 1) + 64kρ3 = 0
possède donc une unique solution sur R qui est de surcroît positive. Cette solution est donc la
valeur du pas optimale du pas. Notons d’ailleurs que d’après le théorème des valeurs intermé-
diaires, cette solution est dans ]0, 1[.
De façon plus générale, on peut implémenter numériquement un algorithme de dichotomie ou
de la section dorée pour résoudre le problème ρ(k) = argmin f (X(k) + ρd(k)) (problème d’opti-
misation de dimension 1).



Lorsque k prend des valeurs trop importantes, on rencontre des soucis numériques car le terme
k(x2− y)2 est prédominant devant le terme (x− 1)2. Donc, numériquement, tout se passe comme
si on résolvait inf(x,y)∈R2(x2− y)2 au lieu du problème souhaité (on dit alors que le problème est
mal conditionné, ce qui dépasse largement le cadre de ce cours).


