L2 - Math4
Exercices corrigés sur les suites numériques

1 Enoncés

Exercice 1 Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses 7 Donner une démonstration de chaque assertion
vraie, et donner un contre-exemple de chaque assertion fausse.

(1) Si une suite positive est non majorée, elle tend vers l'infini.
Si une suite d’entiers converge, elle est stationnaire & partir d’un certain rang.

Si une suite positive tend vers zéro, elle est décroissante.

(2)
(3)
(4) Si une suite positive tend vers zéro, elle est décroissante a partir d’un certain rang.
(5) Si une suite n’est pas majorée, elle est minorée.

(6)

Si une suite est croissante et non bornée, elle tend vers l'infini.
Exercice 2 Soient a et b deux réel fixés; on considére une suite (uy,), vérifiant
VneN, wup+1 =au,+b.

Trouver I € R pour que (u, — 1), soit une suite géométrique. Pour quelle(s) valeur(s) de a et b la suite (u,)n
est-elle convergente ?

Exercice 3 Etudier la convergence des suites

Vn2+n+1—+n nsinn 1+( n" n2§1 ! 17§cos L
" n241 n ’ — n?+k’ n NCE

Exercice 4 Etudier les limites suivantes lorsque n — 0o :

32—n a,.n R R* 2" a" n" 2 —/n R* a,—(Inn)? 0
n , n%" (e R, aecRY), oo o a (aeRYL), nSe (a > 0).

Exercice 5 Le but de cet exercice est ’étude de la suite (cosna),, ot « est un réel.
(1) Que peut-on dire si sina=07?

(2) On suppose désormais que sina # 0, et on veut montrer que (cosna), n’a pas de limite. On suppose,
en vue d’obtenir une contradiction, que (cosna), admet une limite . Montrer, en considérant la suite

(cos(n + 1)a),, qu’alors
. . cosa — 1
lim sinna = ———.
n— o0 sin o«

(3) Puis, en considérant sin 2n«, montrer que ! € {0,1/2}.

(4) Enfin, en considérant cos 2nc, montrer que [ = 2[2 — 1. Conclure.

Exercice 6 Etudier les suites récurrentes suivantes :

(1) up =0 et upr1 = VvV + 2.

(2) vo € Ret vy = v, — V2.



Exercice 7 On considére les deux suites (up)nen €t (vn)nen définies par

n

1
un:Z— et Un:Un*Fﬁ-

1) Montrer que Uy )pn €St strictement croissante, et que Up )n €st strictement décroissante & partir d’un
q ) q p
certain rang.

(2) En déduire que (up), et (v,), convergent vers une méme limite [.

(3) Montrer que cette limite est irrationnelle.

2 Solutions

Solution de ’exercice 1

(1) L’assertion est fausse. Par exemple, la suite (u,,) définie par

0 sin est pair,
Uy = .
n sinon

est positive, non majorée, et ne tend pas vers 'infini.

(2) L’assertion est vraie. Par hypothése, il existe [ € R tel que
Ve>0, INeN: [n>N= |u,—I|<el.

Ainsi, pour € = 1/2, on trouve N € NN tel que, pour tout n > N, u,, € |l —1/2,1+ 1/2[. Or, l'intervalle
]l —1/2,1+ 1/2] contient au plus un entier de maniére évidente. Ceci montre que u, est nécessairement
constante & partir du rang N.

(3) L’assertion est fausse. Par exemple, la suite (u,,) définie par
{ 0 si n est pair,
Uy, = .
1/n  sinon
est positive, converge vers 0, mais n’est pas décroissante.
(4) L’assertion est fausse. La suite (u,,) précédente fournit 1 encore un contre-exemple.
(5) L’assertion est fausse. La suite définie par u,, = (—1)"n n’est ni majorée ni minorée.

(6) L’assertion est vraie. Si (un)nen est croissante, elle est bornée inférieurement (par ug). Donc si de plus
(u,) est non bornée, c’est qu’elle est non bornée supérieurement. Ainsi, si I'on fixe A € R, on trouve
N € NN tel que uy > A. Mais comme (u,,) est croissante, u, > A pour tout n > N. Comme A peut étre
choisi arbitrairement, on a montré que u,, tend vers l'infini lorsque n — oo.

Solution de I’exercice 2 Posons v,, := u,, — [. Deux cas peuvent se produire :

- La suite (v,), est constante. Dans ce cas, pour toute valeur de [ € R, la suite (v,,) est géométrique. Il est
clair que (vy,) est constante si et seulement si (u,,) est constante. Or (u,) est constante si et seulement si

[a=1et b=0], ou [a#1 et b=uo(l—a),
c’est-a-dire, si et seulement si b = ug(1 — a).
- La suite (vy,), est non constante. Pour que la suite (v,,) soit géométrique de raison ¢, il faut que
aty, +b—1=upy1 — 1= qu, — 1) = qu, — ¢l

pour tout n, avec bien sir g # 1 (sans quoi (v,,), serait constante). La suite (u,), n’étant pas constante,
on doit avoir, d’aprés 1’égalité ci-dessus, ¢ = a. On en déduit que

b

1—a’

b—1=—al, soit [=

Notons que, d’aprés ce qui précéde, (vy,), est non constante si et seulement si b # up(1 — a),



En résumé, deux cas se produisent :
(i) soit b = ug(1l —a), c’est-a-dire, (u, ), est constante, et alors (u,, — ), est géométrique quel que soit [ € R;
(ii) soit b # up(1l — a), et alors (u, — 1), est géométrique si et seulement si a # 1 et I =b/(1 — a).
Dans le cas (i), (uy) est évidemment convergente. Dans le cas (ii), soit a = 1 et alors b # 0, de sorte que la suite
(up) est clairement divergente, soit a # 1 et alors la suite (u,, — b/(1 — a)),, est géométrique de raison a, qui ne
peut étre convergente que si |a| < 1.
En résumé, la suite (u,) est convergente si et seulement si

b=uo(l—a) oubien [|a] <1 etbest quelconque dans R].

Solution de ’exercice 3

e Posons u, =vn2+n+1—+n. Ona:

1 1
\/n2+n+1:n\/1+g+ﬁ~n, donc wu, ~n—+/n,

de sorte que u,, — oo lorsque n — co.

e On a:
nsimn

n?+1

n 1 q nsinn
— onc v, = ———
“nZ24+1 ’ T 241

A
IN

— 0 lorsque n — oc.

e La suite w, :=n~! + (—=1)" est divergente. En effet, si w,, était convergente vers une limite [, toute suite
extraite serait aussi convergente, vers la méme limite. Or,

1 1
wgk:%+1—>1 lorsque k£ — oo, et w2k+1:m—l—>—1 lorsque k& — .
e Les termes de la somme
2n+1
R S
k:1n2+k n? 41 n2+2n+1

sont évidemment rangés en ordre décroissant, de sorte que la somme est majorée par (2n + 1) fois le
premier terme et minorée par (2n + 1) fois le dernier terme. On remarque que le dernier terme est égal a
(n+1)72. Ainsi,

2n+1
n(2n+1) 1 n(2n+1)

n?2+1 *nkzzl n2+k = (n+1)2°

1l est facile de voir que, dans les inégalités ci-dessus, les extrémes tendent tous deux vers 2. Le théoréme
des gendarmes implique alors que

2n+1
Ty =N Z Tk — 2 lorsque n — oc.
k=1

e Puisque 1/4/n — 0 lorsque n — oo, cos(1/y/n) — 1 lorsque n — oco. Fixons ¢ > 0. Il existe N € IN tel

que, pour tout n > N, cos(1/4y/n) > 1 — e. La fonction cos étant croissante sur [0, 1], on a alors, toujours
pour n > N,

1
<...<cos —— < 1.

n o V2n—1 "~

1
1—¢e¢<cos— <cos
n

]H

On en déduit que, pour n > N,

n—1 n—1
1 1
n(l—¢) < cos ——=<n, soit 1—e<— cos <1.
(=92 0 7= < w2 T
Comme ¢ put étre choisi arbitrairement petit, on a montré que
n—1
Yn = — Z cos ———= — 1 lorsque n — oc.

ni— vn+k



Solution de 1’exercice 4

e Ona:In(n®2=")=3Inn —nln2 - —oo, donc
nd2n = mn°27) lorsque n — oco.

e On a:In(n%") = alnn + nlna. On distingue alors 3 cas.

- Si a =1, alors, pour a = 0, n®a™ = 1, pour a > 0, In(n®a™) — oo, de sorte que n®a™ — oo, et pour
a < 0, In(n%a™) — —oo, de sorte que n%a™ — 0.

- Si a > 1, alors, pour tout a € R, In(n®a™) — oo, de sorte que n®*a™ — oo.
- Si a €]0,1], alors, pour tout a € R, In(n®a™) — —oo, de sorte que n®a™ — 0.

e On a:

2n
In <'> =nln2— (In24+m3+---4+Inn)=mn2+ (In2—-m3)+-- + (In2 — Inn).
n!

Dans le membre de droite, les termes entre parenthéses forment une suite négative, décroissante, qui tend
vers —oo. Ceci montre que

n

2
In () — —o0, donc - 0 lorsque n — oco.
n

e On distingue 3 cas.
- Si a = 0, la suite est identiquement nulle.
- Si a > 0, on écrit comme précédemment :

In (a'> =Ina+ (Ina—In2)+---+ (lna—lnn).
n!

A partir d’un rang k, les termes entre parenthéses deviennent négatifs. On peut donc écrire

In (Zl) =C+ (Ina—Ink)+---+ (Ina —Inn),

ce qui montre comme dans le cas précédent (a = 2) que

n

a” a
In — ] — —0, donc - 0 lorsque n — oco.
n! n!

- Sia < 0, on écrit
a” lal"

= (-1

et le cas a > 0 montre que la suite converge encore vers 0.

nl n!’

e On a:

n

In <n') =nlnn— (Inl+---4+Inn)=(Inn—-Inl)+ -+ (Inn —Inn).
n!

Dans le membre de droite, tous les termes sont positifs, et le premier d’entre eux tend vers 'infini. Ceci

montre que
n

n" n
In — ) — >, donc 4 lorsque n — oo.
n! n

e Ona:ln (nza_‘/ﬁ) =2Inn — y/nlna. Ainsi, si a € ]0,1], In (nza_\/ﬁ) — 00, de sorte que n2a" V" — 0o
lorsque n — 00; et si a > 1, In (n2a=V") — —oo, de sorte que n?a~V™ — 0 lorsque n — oco.

e Ona:ln (no‘e*(ln”)Q) =alnn— (Inn)? — —oc, done n*e~1™* — 0 lorsque n — .



Solution de ’exercice 5

(1) La condition sina = 0 équivaut a la condition o = kmw pour k € Z, qui est elleeméme équivalente a
cosna = cosnkm = (—1)"". Si k est pair, cosnkr = 1 et la suite est convergente puisque constante. Si k
est impair, cosnkm = (—1)™ et la suite est divergente.

(2) En passant a la limite dans la formule cos(n + 1) = cos na cos a — sinnasin «, on obtient :

. . . . . cosa — 1
sina lim sinna =1lcosa—1 donc lim sinnoa=[]———.
n— oo n—00 SN

(3) D’apreés la formule sin 2a = 2sina cosa, on a : sin 2na = 2sinna cosna. En passant & la limite dans cette
derniére formule, on obtient :

lcos.a -1 _ o2 cos.oz - 1.
sin v sin «
Puisque sina # 0, la fraction apparaissant dans 1’équation ci-dessus est non nulle, et ’on peut donc
simplifier et obtenir 'équation [ = 2{2, c’est-a-dire [(1 — 21) = 0, ce qui donne [ € {0,1/2}.
(4) D’aprés la formule cos2a = 2cos?a — 1, on a : cos2na = 2cos? na — 1. En passant a la limite dans cette
derniére formule, on obtient : [ = 2I2 — 1, soit 21> — [ — 1 = 0. Les solutions de cette équation du second

degré sont 1 et —1/2. En conclusion,
1 1
! - 1, -\ =
e{o,z}m{ , 2} 0,

et on en déduit que la suite (cosna),, n’admet pas de limite.

Solution de l’exercice 6
(1) Posons f(x) =+v/x + 2. Il est clair que f(R4+) C Ry. De plus,

, ce qui montre que |f'(z)] pour tout x € Ry.

1
< —
~2V/2
Donc f est a-lipschitzienne avec o = (2¢/2)~! < 1. Donc f est strictement contractante sur R, et I’'on
peut appliquer le théoréme du point fixe : f admet un unique point fixe Z, qui est aussi la limite de u,, :

1
2vVx+2

T=f(@)=Vi+2 = P -7-2=0 = zc{2,-1},

et comme T € R4, on trouve que T = 2. Donc u,, — 2 lorsque n — oc.
(2) Posons f(z) = x — 2? = (1 — z). Plusieurs cas se présentent selon la valeur de wug.
- Supposons que up € {0,1}. Alors u; = 0 pour tout k& > 1.

- Supposons que uqg € ]0,1[. Alors u; € ]0,1/2[ et donc, par induction, uy € |0, 1/2[ pour tout k& > 1. Or,
sur l'intervalle ]0,1/2[, on a: 0 < f(x) < z, ce qui montre (inductivement) que (uy)y est strictement
décroissante. Comme (ug)g est minorée par 0, elle est convergente. Soit [ sa limite. En passant a la
limite dans I’équation uy41 = ux — u2, on obtient : I> = 0, donc [ = 0.

- Supposons que ug < 0. Comme précemment, la relation uy1 = ux — u montre (inductivement) que
(ug)x est strictement décroissante. Donc soit (ug)r — —00, soit (ug)x est minorée et tend vers une
limite finie. Mais on a vu précédemment que si uy — [ lorsque k — oo, alors nécessairement [ = 0,
ce qui est impossible ici puisque ug < 0 et (ug)r décroit.

- Supposons que ug > 1. Alors u; < 0, et 'on retombe dans le cas précédent.

Solution de ’exercice 7
appelons que, par convention, 0! = 1. Pour tout n € N, u,11 — u, = n+ 1)! > 0, donc (u,) es
1) R 1 ti 0! 1. P tout N + 1 1)! 0, d t
strictement croissante. Par ailleurs,

1 1 2 n+1 1—-n

vn+1—vn=un+1—un+m_ﬁ_ n+ 1! (n+1)! (n+1)

On voit donc que vy, +1 — v, < 0 & partir de n = 2.



(2)

Pour tout n > 2, u,, < v, < vy = 3 de sorte que (u,) est une suite croissante et majorée. Elle converge
donc vers une limite [. De méme, pour tout n > 2, v, > u, > ug de sorte que la suite (v,,) est décroissante
(& partir du rang n = 2) et minorée, donc convergente. Or v, — u, = 1/(n!) — 0 lorsque n — oo, donc
(vn,) converge vers la méme limite [.

Supposons, en vue d’obtenir une contradiction, que | € Q. Alors [ = p/q avec p,q € IN*. Pour n > 2, nous
avons u, <1 < wv,, et comme g > 2 (sans quoi la limite | serait entiére, ce qui est clairement faux), nous

avons en particulier
ug < P < Vg, soit  qlug < q!]2 < qlvg = qlug + 1.
q q
Il est facile de voir que glu, est entier. L’entier ¢!l = ¢!(p/q) est donc compris entre les deux entiers
successifs qlug et glug + 1 = glvg, ce qui montre que I € {ug, vy} Sil = uy, alors

Ug < Uggr < -+ <1 = ug,

ce qui est absurde. Si [ = v, alors
l=vg > vgqg1 > >1,

ce qui est tout aussi absurde. Ainsi, nous avons montré que [ ne peut pas étre rationnel.



