Collége de Genéve. Région des Délices Introduction ala modélisation

Cinématigue et dynamique: exercices

Exercicel

A la surface de la Terre, on peut considérer que |’ accélération d’un objet en chute libre est

constante et qu’ elle vaut 10 m/s2.

a) Construisez un modele donnant la vitesse et la position d’ un objet en chute libre ala surface
delaTerre en fonction du temps.

b) Indiquez les dimensions de chaque élément de votre modele.

¢) Donnez | horaire du mobile.

Exercice 2
\Vous lachez une bille de rayon r et de masse m d’ une hauteur h. Lors de la chute, la bille subit
une force de frottement donnée par:

Frott :% pSCyv2

ou p est lamasse volumique du milieu, Sla section apparente de |’ objet, C, son coefficient de

forme (sans dimension) et v lanorme de la vitesse de chute.

a) Indiquez sur un schémales forces qui agissent sur labille.

b) Peut-on, dans ce cas, donner |” horaire du mobile ?

c) Construisez un modele permettant d’ obtenir I’ accélération de I’ objet, sa vitesse et sa position
en fonction du temps. Etablissez un graphique pour chacune de ces grandeurs.

d) Précisez les dimensions de chague élément de votre modéle.

€) Comparez les résultats obtenus sous c) a ceux correspondant a une chute sans frottement
(en éablissant un graphique pour chacune des grandeurs dans le cas ou la bille ne subit pas
de frottement).

f) Que valent lestemps de chute dans chaque cas ? (réponses au 100¢ de seconde, S.v.p.)

Données numériques Quelquesvaleursdu C,
massedelabillem=50¢g sphere: 0.24

rayondelabiller =1cm demi-sphere avec convexité al'avant: 1.12
hauteur de chute h = 200 m demi-sphére avec convexité al'arriere: 0.34
masse volumique del’air p = 1.293 kg/m3 forme de goutte: 0.04

coefficient de forme delabilleC, = 0.24 disgue plat: 1.32

Indication: I'accélération de I’ objet est égale a la somme des forces qui agissent sur |’ objet di-
visée par la masse de I’ objet.



Collége de Genéve. Région des Délices Introduction ala modélisation

Exercice 3
En dynamique, on définit laquantité de mouvement d’un mobi le p comme étant le produit de sa
Masse m par savitessev:

p=mnv
Lorsqu’ une force agit pendant un certain temps sur un mobile, elle provoque une variation de la
guantité de mouvement de ce dernier:

F Dt=Dp
Cequi peut S écrire:
F=Dp
Dt

On donne le diagramme suivant dans lequel e réservoir représente la quantité de mouvement
d’un mobile se déplacant en ligne droite.

L= X =—t3
O 5 O
a) Que représentent les flux dans ce diagramme.

b) Complétez le modéle de fagon a obtenir la vitesse de chute d' une bille derayon r et de masse
m tombant d’ une hauteur h et subissant une force de frottement donnée par:

Frott =% pSCyv2

c¢) Indiquez lesdimensions et les unités des éléments de votre modéle.
d) Comparez lesrésultats a ceux obtenus al’ aide du modéle de I’ exercice 2.

Données numériques
Voir exercice 2.

Exercice4

Voustirez un projectile alavitesse v sous un angle a.. Construisez un model e permettant d’ obte-
nir latrgjectoire du projectile:

a) danslevide

b) dans un fluide de masse volumique p.

Indication: il faut exprimer I’accélération du projectile en composantes selon un systéme
d’ axes Oxy.
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Exercice5

Un parachutiste de masse m saute d'une hauteur x. Il ouvre son parachute lorsgu’il se trouve a

Xouverture MELres du sol. La section apparente du parachutiste et son coefficient de forme valent

respectivementS i, €t C,;, lorsquele parachute est fermé, S, €t C,,,,, lorsqu’il est ouvert. Le

parachute se déploie en un temps égal aladurée d ouverture.

a) Construisez un modéle permettant d’ obtenir |’ accélération, la vitesse et la position du
parachutiste en fonction du temps. Etablissez un graphique pour chacune de ces grandeurs.

b) A quelle vitesse le parachutiste touche-t-il le sol ?

c) A quelledtitude doit-il ouvrir son parachute s'il veut toucher le sol a cette vitesse et minimiser

son temps de chute ?

Exercice 6

La fusée Saturne V a une masse totale de 2800 tonnes. Sa hauteur vaut 110 métres et son dia-

metre 6 métres. Le premier étage contient 1500 tonnes d’ oxygene liquide et 650 tonnes de kéro-

sene. Ses moteurs consomment 15 tonnes de carburant par seconde. 11s produisent une poussée

de 35 millions de newtons et propulsent lafusée a 65 km d’ atitude en moins de 2 minutes.

a) Etablissez un model e permettant d' obtenir I’ accél ération, la vitesse et la position de la fusee
Saturne V entre lamise afeu et le moment ou le premier étage est largué.

b) Estimez lavitesse d’ §ection des gaz durant cette premiere phase du vol.

Indications. Vous supposerez que le mouvement de la fusée est rectiligne durant cette premiére
phase du vol. Dans un premier temps vous admettrez que I’ accél ération terrestre et la masse
volumique de I’ air sont constantes.

Quelquesrappels

Loi dela dynamique: la somme des forces exercées sur |a fusée est égale au produit de
Sa masse par son accélération.

Force de poussée: la force de poussée exercée sur la fusée est égale au produit du
débit de masse (gaz g ectés) par le vitesse d’ g ection des gaz

Force de pesanteur: le poids de la fusée est égal au produit de la masse de la fusée par

(poids) I’ accélération terrestre.

Force de frottement: la force de frottement subie par la fusée fait intervenir la masse
volumique de I’ air, le coefficient de forme, la section et la vitesse
delafusée.
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Cinématique et dynamique: corrige

Exercicel
Pour une chute libre, I’ accélération est constante. La vitesse s obtient en intégrant I’ accél ération,
et laposition en intégrant la vitesse:

a) Modéle et éguations
VITESSE

&

ACCELERATION

POSITION

VITESSE

POSITION(t) = POSITION(t - dt) + (VITESSE) * dt

INIT POSITION =0

VITESSE = VITESSE

VITESSE (t) = VITESSE (t - df) + (ACCELERATION) * dit
INIT VITESSE_ =0

ACCELERATION = 10

b) Dimensions des éléments du modele:

POSITION: longueur
VITESSE: longueur/temps

ACCELERATION: longueur/temps?

c) Horaire du mobile: at?/2 + Vot + X

Exercice 2
a) Laforce defrottement dépend de la vitesse et varie donc au cours du temps.
A I:froti
X —
Yy P=mg

N. B. Les deux forces ne sont égales que lorsque la bille atteint une vitesse de chute stationnaire.
b) On ne peut pas, dans ce cas, donner la position du mobile en fonction du temps.

4
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c¢) lci, I'accélération n’ est plus constante. En effet, la bille subit, en plus de son poids, une force
defrottement variable. Son accélération seradonc égale al’ accél ération g plus|’ accél ération due
alaforce de frottement. Choisissons un axe Ox et exprimons les différentes grandeurs selon Ox:

VX

Ffrott x
X

Cx

VX
vX_(t) =vx_(t-dt) + (ax) * dt
INITvx =0
ax = g-Ffrott_x/m
X(t) = x(t - dt) + (vx) * dt
INITx=0
VX = VX_
Cx=024
Ffrott_x = 0.5*rho* S*Cx*vx_"2
g=10
m = 0.05
r=0.01
rho = 1.293
S=PI*rM2
d) Dimensions des éléments du modéle:
ax: longueur/temps? r: longueur
Cx: sans dimension rho: masse/longueur3
F frott: masse longueur/temps? S: longueur?
g: longueur/temps? vitesse x = vx: longueur/temps
m: masse X: longueur

e) et f) al’ aide des modéles.
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Exercice3

a) Les flux représentent des forces. Le flux entrant (poids) provogque une augmentation de la
guantité demouvement p alors que le flux sortant (force de frottement) provoque une diminution

dep.
b)

g Poids

p(t) = p(t - dt) + (Poids - Ffrott) * dt
Poids = m*g

g=10

v =p/m

rho = 1.293

r=0.01

¢) Dimensions et unités des é éments du modele:
Dimensions

Cx: sansdimension

Ffrott: masse longueur/temps?

g: longueur/temps?

m: masse

Poids: masse longueur/temps?

p: masse longueur/temps
r: longueur

rho: masse/longueur3
S: longueur?
v: longueur/temps

Cx

INITp=0

Ffrott = 0.5*rho* S* Cx*v”"2
m = 0.05

Cx=0.24

S=PI*M2

Unités

sans unité

kilogramme métre/seconde?
métre/seconde?

kilogramme

kilogramme métre/seconde?
kilogramme métre/seconde
métre

kilogramme /métre3

meétre?

meétre/seconde

d) Ce modée fournit des résultats identiques a ceux obtenus al’aide du modéle de I’ exercice 2.

6
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Exercice4
Si on exprime |’ accélération du mobile selon un systéme d’ axes Oxy, on obtient la structure de
base suivante:

D _ Ce——
O vV X O vy
ax ay
3 3
X y
VX vy

En intégrant les composantes a, et a del’ accélération du projectile, on obtient |es composantes
Vy Etvy, de savitesse. On integre ensuite v, et vy, pour obtenir les coordonnées x et y de la posi-
tion du mobile. N.B. Lesflux sont des biflow - les grandeurs qu’ils représentent peuvent étre po-
sitives ou négatives - ce qui signifie qu’ils peuvent contribuer aremplir ou avider les réservoirs
auxquelsils sont associés. L’ accélération du projectile est définie a partir de la force résultante
qui agit sur lui et de samasse:

a= SF _ pOi ds + force de frottement
=9orF =
En composantes, on obtient:
_Fi — Ftrott y
a = frott X a =0y +

Lagrandeur delaforce defrottement (qui est toujours opposée au mouvement), s obtient a partir
de:

Ftrott :% r SCyv2 :% r SCw(Vg + V}ZI)

Force frott

VvV X vy

rho milieu s Cw
On peut donc écrire, en considérant les grandeurs:

a =- FfrOttrc;]OS(a) a=-9- Ffrottrﬁn(a)
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ou a estI'angle entre |’ axe x et le vecteur vitesse:

Vy
a=actg,’
X

alpha

L ediagramme:

VX
S
" Force fr:tt\O
rho milieu Cw

Les parameétres du modele:

o O O O

m rho milieu S Cw

Lesvaleursinitides;

O O

angle initial vitesse initiale
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Introduction a la modélisation

Les éguations:

vX(t) = vx(t - dt) + (ax) * dt

INIT vx = vitesse initiale* COS(angle_initial* Pl/180)
ax = -Force_frott* COS(alpha)/m

vy(t) = vy(t - df) + (ay) * dt

INIT vy = vitesse initiale* SIN(angle_initial* PI/180)
ay = -g-Force_frott* SIN(apha)/m

X(t) = x(t - dt) + (vx_) * dt

INITx=0

VX_ = VX

y(t) = y(t-dt) + (vy_) * dt

INITy=0

Vy_=Vvy

apha=I1Fvx <1e-9 THEN IF vy3 0 THEN PI/2 ELSE -PI/2 EL SE ARCTAN(vy/vx)
Lorsgue vx tend vers 0, on pose alphaégal aPi/2 s vy est positive et alpha égal -Pl/2 s vy est né-

gative

angle initial =70

L’angleinitia detir doit &re compris entre -90 et 90°
Cw= 024

Coefficient de forme de I'objet

Force_frott = 0.5*rho_milieu* S* Cw* (vx"2+vy”2)
g=10

m=1

Masse du projectile en kilogramme

rho_milieu = 1.293

Masse volumique du milieu en kilogramme par metre cube
S=3

Section apparente de I'objet en métre carré

vitesse initidle=10



Collége de Genéve. Région des Délices Introduction ala modélisation

Exercice5
La structure de base du modél e est la suivante:

@Tr @

ax VX

Le premier flux permet d'intégrer I’ accélération a, et d' obtenir lavitesse v, . Celle-ci est ensuite
reportée dans le flux v, qui réalise une deuxieme intégration et fournit la position x.
L accélération est définie apartir de laforce résultante qui agit sur le parachutiste et de samasse.
Soit, selon I axe Ox:

a = Poidsy r-;Ffrott x — MGk + Frott x = gy + Frott x

m m
Comme le poids et laforce de frottement sont paralléles a Ox, on peut encore écrire:

- I:frott
=0+ Ty

ou g est lagrandeur de |’ accélération terrestre et F, ., lanorme de laforce de frottement. La par-
tie suivante du modéle permet d’ obtenir laforce de frottement et I’ accélération:

&

ax

VvV X

Cx

O :
masse volumique du milieu Force de frottement S

Il faut encore compl éter e modele pour obtenir lavariation de laforce de frottement - et donc de
I” accélération - lors del’ ouverture du parachute. Lasection apparente S et |e coefficient deforme
Cx du parachutiste doivent varier entre S , €t S, respectivemententreCx,;,, €t Cx,,,.. Il est
possible de réaliser la variation de ces grandeurs aprés un certain temps a |’ aide de la fonction
“DELAY”, mais il est plus intéressant de pouvoir commander |’ ouverture du parachute en
fonction de I’ dtitude. On compléte donc le modele par les él éments suivants:

10
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S max CxX max

S X ouverture Cx

. Cx min
S min

S X < Xgerturer CX = CXppig &8 S = Sy SiNON CX = CX 5, €8 S = G5, Cetype de condition
provogue une variation trés brusque des grandeurs Cx et S. Pour obtenir une variation correspon-
dant davantagealasituation reelle, onintroduit leséléments CX, i pje €t S, ariaple AU incluent une
fonction (SMTH) qui permet de “lisser lavariation” et de “|’ étaler dansle temps’.

X ouverture

S variable Cx variable

L es paramétres du modele

O 000 O 0O O

X X ouverture S min S max CXx min Cx max duree variation

Pour conduire une simulation, il faut donc préciser la hauteur du saut (x), I’ altitude a laquelle
s ouvre le parachute, la masse du parachutiste, sa section apparente et son coefficient de forme
lorsque le parachute est fermé et lorsqu’il est ouvert, ains que ladurée de I’ ouverture.

11
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Lediagramme

Oe—— Be——

ax

F frott \ Cx variable

Cx min

duree variation X ouverture

masse volumique du milieu

S variable

S min

L es éguations

V_X(t) =v_x(t-dt) + (ax) * dt

INITvX=0

ax = F_frott/m-g

X(t) = x(t - dt) + (vx) * dt

INIT x = 2000

VX = V_X

a=ABS(ax)

Cx = IF x <x_ouverture THEN Cx_max ELSE Cx_min
Cx_max= 3

Cx_min= 15

Cx_variable= SMTH3(Cx,duree_variation)

duree variation= 4

F_frott = 0.5*masse_volumique du milieu*S variable* Cx_variable*v_x"2
g=10

m= 80

masse_volumique _du_milieu= 1.293

S= IFx<x_ ouverture THEN S max ELSE S min
S max = 25

S min= 025

S variable= SMTH3(S,duree_variation)
v=ABS(v_x)

X_ouverture =120

12
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Exercice 6
Onretrouvedanscemodél elesé émentsqui permettent, enintégrant I’ accél ération puislavitesse,
d’ obtenir la position du mobile. On considéreici un mouvement selon I’ axe OX.

De—— DE——>
O

Selon la loi fondamentale de la dynamique, I’ accélération est égale a la somme des forces qui
agissent sur le mobile divisée par samasse. On adonc, selon |’ axe Ox:

_ Poidsy + Firott x + Fpoussée x _ Mgk + Ftrott x + Fpoussée x — . 4+ Ffrottx Fpoussée x
m m I m m

En utilisant les grandeurs des composantes, il vient:

_ Frott + Fpoussée

a(:-g m m

Laforce de frottement est du type:

Ftrott :% r SCyVv?2

F frott v x
rho Cx

S
Laforce de poussée est égale au produit du débit de masse par la vitesse d’ §ection:

F poussee

O—O

vitesse ejection

masse de carburant Z ;

debit de masse

Lamasse delafusée n’ est pas constante et il faut en tenir compte en définissant accé ération:

13
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V X

@T

ax m
debit de masse

)

tare masse de carburant O

On peut encore, si on le désire, faire dépendre la masse volumique du milieu (rho) et I’ accéléra-
tion terrestre (g) del’ atitude.

Lediagramme

tare masse totale vitesse ejection

debit de masse debit surfacique de masse

L es équations

masse_de_carburant(t) = masse_de_carburant(t - dt) - (debit_de _masse) * dt

INIT masse_de_carburant = 2.15e6

debit_de masse=IF masse_de carburant>0 THEN S*debit_surfacique de masse ELSE O
V_X(t) =v_x(t-dt) + (ax) * dt

INITVv x=1

ax = F_poussee/masse_totale+F _frott_x/masse totae-g

X(t) = x(t - dt) + (vx) * dt

INITx=0
VX =V _X
Cx=0.2

debit_surfacique _de masse = 700
F frott x =-0.5*rho* S*Cx*v_x"2

14
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F_poussee = debit_de_masse*vitesse gection
g = 6.67e-11*6e24/(6.38e6+M A X (x,0))"2
masse_totale = tare+tmasse_de carburant

rho = 1.293* EXP(-1.27e-5*g* MAX(x,0))
S=21

tare = 6.5e5

vitesse gjection = 2400

15



