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1) Freinage d'un satellite par 'atmosphére : (Mécaique)

Un satellite terrestre artificiel (S) de vitessée(dans le référentiel géocentrique galiléen) s arbite
basse (c’est-a-dire dont l'altitude z est tresrieffre au rayon terrestrer)Rsubit des frottements dus a
I'atmosphére. Les molécules de I'atmosphére n’ésamimises qu’a l'agitation thermique, on pourra

négliger leur vitesse thermique,, » 500 m.s * devant V. On note Ret M; le rayon et la masse de la
Terre, assimilée a une sphére massique homogene.

1. On suppose que, aprés une collision entre Hligatde masse M et une molécule de masse m, la
vitesse relative des deux objets est nulle (« choa »). Montrer alors que la variation de la quantie
mouvement de (S) edlP » -mV .

2. Montrer que l'effet des collisions équivaut deuierce F s’exercant sur le satellite. Ce dernier est

sphérique, de rayon a. Détermirferen fonction de ay et la masse volumiqugz) de I'atmospheére (en
considérant le nombre de chocs se produisant gérf@ur d’'un cylindre élémentaire, on trouve une

expression du typ€ =k(z)V?). Est-il indispensable que le satellite soit s ?

3. On suppose qu’a laltitude <<R;, mfz) = 0)exp(-z/ H), oun(0) et H sont des constantes. On

considére alors que, du fait de la foee (S) décrit une orbite circulaire autour de lar€etont le rayon
varie lentement avec le temps.

a) Donner, sous ces hypothéses, une loi approehgardtion de z(t). Il sera avantageux d’introdua
quantitéz =MH / (20a®m0)R; 4/goR; ), oU g désigne le champ de pesanteur terrestre au niieaol.
On note zl'altitude de départ.

b) Applications numériques : calculer la durée dete t, du satellite depuis l'altitudez; =180 km
jusqu’a z; =0 ; on donne n(0) = 1,3 kg.m> H=8500m, a=2m,g 9,8.m.5% Ry =6 370 km et

M =103kg . Vérifier enfin que la vitesse du satellite e$eefivement grande devant la vitesse d’agitation
thermique vy, des molécules de I'atmosphere.

Solution :

1. La conservation, lors du choc mou, de la quanti® mouvement totale du systeme {Satellite-
Molécule} dans le référentiel géocentrique s’écV + mvy, =(M + m)V'

La variation de la quantité de mouvement du s&edstDP=M(V'- V ) Or, en négligeant my devant
-1

MV, il vient V'» V » 1+% V, soit, au I ordre enm/M , V'» 1- % V. On en déduit

M+m
alors queDP» - m V.

2. On raisonne dans le référentiel géocentriquas dequel le satellite posséde la vitesse Réndant

l'intervalle de temps dt, le satellite balaye ldwne vt

dt =(pa?Vdt), dans lequel la masse d’atmosphére - S
estdm=ndt . Le nombre de molécules rencontréesatellite \; o *
est alorsdN=dm/ met la variation de quantité de me
mouvement due aux chocs mous entre ces molécules ° .

et le satellite sera, d’aprés la question précédent / * N *

dP = dN(DP) = (m@m?Vdt)(- V) = - pa’nV 2 %dt Surface « efficacepa®  Volume Vpa'dt

La force résultante exercée sur le satellite essalF = % =- (pa’mV? %



Ainsi, les chocs mous entre les molécules de I'sphére et le satellite sont équivalents a une force
unique de frottements de type quadratique, c'alitéproportionnelle au carré de la vitesse et epp@

celle-ci. En particulier, le coefficient k(z) inttait dans I'énoncé vaut(z) =- pa’m (2)

Si le satellite n’est pas sphérique, la surfapeé doit alors étre remplacée par la surface tranevers
balayée, encore appelée « section efficace » descho

3-a) On suppose que le satellite (S) décrit unéeodirculaire autour de la Terre de rayon r légeest
variable avec le temps. Par conséquent, la relatidre le rayon r et la vitesse V du satellite iainse
I'expression de I'énergie mécanique, sont :

2
:GMT :goﬁ et E_ =-
r r

m

GMM; _ 1Mg.R?
r 2 r

V2

N

(avecr=R; + 2

ol g, =GM; /RZ est le champ de pesanteur terrestre au sol.

La puissance de la force de frottements due ausscieec I'atmosphére vauP=F.V = - pa’mz)V 3

et est reliée a la variation de [I'énergie meécanigie satellite par dE, /dt= P Comme

2 2
dE, _ dE, dr _1MgoRy % il vient : 1Mg,Ry dz pa’miz)V: dou
dt dr dt 2 2 dt 2 r? dt
Mg,R2 dz Rz
ﬁ_:_z a2 d T
e pa‘mz) g, "
1

2
soit, avecrr(z) = (0)exp¢ z/H ): expe/H)dz=- ZpaTn’(O)RT g, dt

7

En posant = MH /(2pa®m0)R++/d,R+ ), la relation précédente devient :

2
1/& expe/H)dz=- ZpaTn(O)RT goR; dt=- ?dt

r
R, [ Ry _ . 2z ™ , _H
Commez<<R;, ,[— = R 7 1+R— »1 et, par conséquentexp(z/H)dz=- Tdt
r c+z .

En notant Zl'altitude initiale a I'instant t = 0, 'altitude atteinte a I'instant t est alors donnée par :

exp@'/H)dz=- %t

Soit : exp@z/H) - exp(; /H) =- %t ou expe/H) =exp, /H) - %t

b) Applications numériques : la durée de la chwet\t,, = @'"-Dt»ter’™; avect =5ns on
obtient t, » 7870s» 2h11 min. La vitesse V du satellite reste sensiblement teos lors de la chute
(en effetr » R;) et vaut :

V =4/go,R%/r =/g,R; =79kms™

On vérifie bien que cette vitesse est trés superiaula vitesse d’agitation thermiqug,, » 500ms™*
(Vo IV » 610°%).



2) Diffusion Rutherford : (Mécanique)

Cet exercice présente I'expérience historique dfgidon d’'une particule alpha (noyau d’hélium, de
chargeq = 2e et de masse m) par un noyau atomique d’or (degeh@r= Ze et de masse M), réalisée par
Rutherford et ses collaborateurs vers 1910.

Au début du siecle, les atomes, selon le modelé.derhomson, étaient constitués d’'une sphéreelein
uniformément chargée positivement dont le rayoit déal’ordre de10 8 cm et d’électrons qui pouvaient

vibrer librement a l'intérieur de la sphere pogtilLe nombre d’électrons devait satisfaire la redioér
électrique de I'atome.

Ernest Rutherford et ses collaborateurs entregrilenmesurer, vers 1910, la distribution de la ghar
positive de la sphére du modele de Thomson. ComutigeRord le dit lui-méme : « le meilleur moyen de
trouver ce qu'il y a dans un pudding c’est de neditrdoigt dedans ». En guise de « doigt » il paojies
particulesa au travers d’'une plaque d’or afin d’en étudiediffusion par les atomes. Les résultats qu'il
obtint montrérent indubitablement que la chargdtipesdes atomes ne se trouvait pas répartie daas u
sphére de 10° cm de rayon, comme le prévoyait le modéle de Tlommais était au contraire confinée
dans un volume beaucoup plus petit, de rayon dérécde 10 **cm.

Cette découverte conduisit Rutherford a révisegprefondeur
le modele atomique de Thomson. Il proposa a laeplat
modeéle de type planétaire ou les charges positiegsoupées
dans un trés petit volume nommé le noyau atomic
occupaient une position centrale et les électrogls, des
planétes autour du Soleil, tournaient autour duaoogur des
orbites circulaires ou elliptiques. La matiere pesait ainsi
constituée essentiellement de vide (« structureniaice » de
la matiere).

Description du dispositif expérimental : la figucedessous
présente I'appareil utilisé. Au début de I'expédenle robinet
(Ro) est fermé, (i est ouvert et 'ampoule (A) est remplie dgytherford (a droite) dans son
radon. Le radon est un gaz radioactif qui se d&giet |aboratoire de Manchester, dans
rapidement en donnant du radium, substance radieact les années 1910.

solide qui se dépose sur les parois de I'ampoujaiisi que sur la lame de mica (M).

Au bout de quelques heures, la quantité de radi@poste est suffisante. On ferme le robing}, (B
ouvre (R) et on fait le vide dans I'ensemble de I'appaagi# (ampoule (A) et tube (T)).

Le radium se désintégre trés lentement en émetéanparticules. On peut alors considérer que pendant
la durée de I'expérience, I'émission des particidepar la lame de mica est stationnaire : le débit
particulaire a travers les diaphragmes) (& (D) est constant dans le temps.

Aprés avoir franchi les diaphragmes;)[2t (D), les particules traversent une feuille mince d’or (L).
Par des scintillations qui apparaissent sur la éddiuiorescente (E), on voit que des particidesont
diffusées dans toutes les directions de I'espae@, due la plupart d’entre elles traversent lalfew’ or
sans aucune déviation.

©)  |D2)

Vide

Modélisation de I'expérience : quand la particalésituée au point P) est trés éloignée du noyaa (a |
sortie des diaphragmes 4(Det (D,)), sa vitesse dans le laboratoire est nat¢e-v,u, et le parameétre



d’'impact (voir figure) est noté b. On nolg, = mv? / 2 I'énergie cinétique initiale. L'interaction entie
particulea et un noyau d’or (situé a I'origine O du repéreyg)) est supposée étre d’'origine purement
coulombienne.

1. Définir le référentiel barycentrigue du syste@edeux corps (noyau-particule) ; sachant que
M >>m, quelle conclusion peut-on en tirer ? Dans laesuin se place dans le référentiel supposé
galiléen lié au noyau.

2. Déterminer la distance minimale d’approche, @@gcorrespondant & un choc frontal (b = 0).

3. Lorsque le parametre d’impact est non nul, dafcla distance minimale, notée a, a laquelle la
particulea peut se trouver par rapport au noyau. Rappelas démonstration, la nature de la trajectoire
de la particule.

(r,g) : coordonnées
polaires de la particule a

4. Afin de calculer lI'angle de diffusiory défini sur la figure, on définit le vecteur de lage
A=v Usq +Bu, ouv estle vecteur vitesse de la particales, son moment cinétique par rapport au

noyau (situé en O) et B une constante.
a) Déterminer la valeur de B pour que le vecteura®@ace soit une constante du mouvement.
b) Déterminer la direction du vecteur de Laplace.

c) En écrivant le vecteur de Laplace lorsque ldi@de a est trés éloignée du noyau (bien avant
diffusion), déterminer I'angle de diffusignen fonction de Z, e, b et .

d) Application numérique: on donnee=16.10°C, E,=53MeV, y =90°, Z=79 et
1/ 4pe, =9.10°SI. Déterminer la valeur du paramétre d'impact b gudonné lieu a cette diffusion.
Commenter le résultat.

5. Détermination de la charge d’un noyau cible ndgau fait partie d’'une cible d’or d’épaisseurdn
notemla masse volumique de I'or, Mla masse molaire atomique de 'or, ¢ nombre d’Avogadro et s

la section droite du faisceau de particidesrrivant sur la feuille d’or. Soieng ke nombre de particules
émises par seconde par la lame de mica dans larsdobite s et nle nombre de particules diffusées par
seconde d'un angle supérieur ou égay @ Ces nombres peuvent étre obtenus par comptage des
scintillations sur la boule fluorescente.

a) En faisant I'hypothése de la structure lacundigela matiére, déterminer en fonction des données
précédentes, le nombre N de noyaux cibles actifsafipelle noyau actif un noyau cible susceptible de
provoquer une diffusion).

b) Relier n au parametre d'impact loorrespondant a la déviatign, puis a I'angley ; lui-méme.

¢) En déduire I'expression de la charge Q d’un nagiéle en fonction dedzy 1, q, May, N, Mo, Na, m h
ete,. C'est ainsi que Rutherford et ses collaboratpurgnt, par comptage des scintillations sur ladoul
fluorescente, évaluer la charge des noyaux ciblars Bstimer, pouty; =p/ 4, I'ordre de grandeur du
rapport o / np mesure.

Ondonne:h=1tm;Ny=6.10°mol *; Ma, = 197 g.mol * ; m= 19,3.1G kg.m" *.

Solution :



1. Le référentiel barycentrique du systéme (noyaiqule a) est le référentiel d'origine G (centre
d’inertie du systéme) qui se déplace a la vitessecehtre d'inertiev(G )(évaluée par rapport au
référentiel du Laboratoire, supposé galiléen). Cenmvh>>m, on peut considérer que le noyau est

immobile dans le référentiel du Laboratoire et oowlffe ainsi ces deux référentiels et assimiler G au
point O.

2. La conservation de I'énergie mécanique de ldquée a, qui se déplace alors uniquement sur I'axe
(Ox), permet d’écrire :
, 1 1
1mvé -1 99 i a, = aQ aQ
2 4pe, a, dpe, 1 5 4pe0 0
—mvy
2
ou K représente I'énergie cinétique initiale de la ipaté a, égale a la valeur constante de son énergie
mécanique.

3. Le mouvement de la particule alpha, soumiseefarce centrale, est plan. La trajectoire esuia
branche d’hyperbole de foyer O (la force entre datipule alpha et le noyau est répulsive). Les deux
intégrales premiéres du mouvement :

- Conservation du moment cinétique évalué par ragp@r (position du noyau) :

S, =rUmv=mrqu, =- mbv,u, =su,

- Conservation de I'énergie mécanique :

Eozlmvg:%mv2 1 9Q_ 1., +1mrq 1 9Q

2 4pe0 r 2 2 4dpe, r
permettent d’écrire I'’énergie mécanique sous |lméor

Tout se passe comme si la particajesoumise au potentiel efficace :

2
PRI °:

2mr 4pe, r

eff()_

avait un mouvement purement radial. La distancdaadelle la particul@ passe au plus prés du noyau
est obtenue quand=  (énergie cinétique radialenr? /2st alors nulle), c’est-a-dire pour :

s2 1
U @=0+ = B9
2ma’®  4dpe, a
La distance a vérifie 'équation du second degi@® - (Q/4pe,)a- s3/2m= , q0i peut s'écrire

simplement, en utilisant les relatios, =mv; ,/8, =-mby, et a, =qQ/4pe,E,, sous la forme
a’- ga B= 0. La seule solution physiquement acceptable de éefation est :

2
a=04 | Qo iy
2 2
On remarque que I'on retrouve bierr a, @ans le cas d'un choc frontdd € 0).

4-a) Le vecteur de Laplace sera une constante dwentent si sa dérivée temporelle est nulle :
dA _dv . ds, du,

—="Us,+vU
dt  dt dt dt

=0




ds d
Or: ﬂzi aQ u. S, =mr®qu, (constante du mouvement)ﬁzo et ur:quq. Par

dt mdpe, r?’ dt
conséquent :
dA _ gQ - qQ - qQ
- = u Uu, +Bgu,=———q(-u,)+Bgu, =0 soit B=
dt 4pe0q r Oz TR, 4pe, A(-ug) + Bav, 4pe,

b) Puisque le vecteur de Laplace est une constanteouvement, il peut étre évalué en tout poinkade
trajectoire et notamment au sommet S de I'hyperbade figure ci-dessous). Le vecteur vitesse, &g
a I'hyperbole, est alors parallele au vecteyr Le produit vectoriel Us, est donc porté par le vecteur

u,, ainsi que le vecteur de Laplace. Finalementjriection du vecteur de Laplace, donnée par la@roit
OS, est confondue avec I'axe focal de la trajeetoyperbolique.

¢) On évalue le vecteur de Laplace avant diffusion

A =vou, U(-mbvyu,) - Bu, =mbviu, - Bu

X

Par conséquent (voir figurefanj =mbv; /  &bit, comme R +y =p :

y B _ B _9gQ 1 _2ze® 1
2 mbvi 2bE, 4pe, 2bE, 4pe, 2bE,

Axe focal de*,
I'hyperbole \

d) Numériquement, on trouve= 2110 *m=21 frfm désigne le fermi, qui vaut0 > ret qui est
'unité de longueur adaptée a la taille des noyammiques). Le rayon r du noyau d’or peut étre @al
avec la relatiorr =r,AY® (ou r, = 1,3fm), soit r = 75fm. Par conséquent, une valeur de b de l'ordre de
21 fm correspond a une interaction relativemenippérique.

5-a) L'’hypothése de la structure lacunaire de lar@apermet de supposer qu'une parti@uiginteragit,

lors de la traversée de la cible de faible éparssplavec un seul noyau d’or. Par conséquentpfabre
N de noyaux cibles actifs correspond au nombreogaux d’or dans un volume égal a sh, soit :

N =M/ M, )N,

b) On considéere un atome d’or diffuseur
situé en O. Les particules possédant un y >y,
parametre d’impactb£b, subissent une
déviationy 3y, (en effet, plus la particule

. Particule
a est proche de la cible, plus elle ressenfﬁla v,
linfluence du noyau et plus l'angle de
déviation augmente). En remarquant que le 0O (Ze)
rapport n, /s représente le nombre de
particulesa par unité de surface de faisceau
et par seconde, on déduit que le nombre de
particulesa diffusées (par un seul atome

diffuseur) par seconde d’'un angle supérieur ou &galest (pb?) n, /s

Surfacepb?



Comme la cible posséde N noyaux diffuseurs, le menmbde particulesa diffusées (par la cible) par
seconde d’'un angle supérieur ou éggal &aut :

n, =N(pb?) n, /s

aQ 1 cotan(y , /2), on obtient finalement :

Or, avech, =
pe, 2E,

qQ ? 1 phnN
4pe, 4E§ M ay

n, = A n,cotar? Y1

¢) On en déduit alors I'expression de la chargeu@ doyau cible :

0= (4pe,)” ny 4M 5 ES 1
g®> ny phnN, cotarf(y,/2)

Ainsi, la charge d’'un noyau d’or peut-elle étre léga si I'on connait le rappor, /n,. Inversement,
connaissanQ =Ze=79 gon peut estimer ce rapport :

n, _ (2ze*)® phnN,

cotart(y , /2
Ny (4peo)2 4MAuE(2) /3

Soit, numériquementn, /n, = 510* =005 %

H-hyg

Soit finalementw,,, =2
R R

3) Le potentiel générateur de la marée : (Mécanigye

Le probléme fait intervenir le Soleil (S), la Te(® et la Lune (L). Les masses respectives sotéaso
Ms, Mt et M., les rayons respectifssRRr et R. Les distances des centres des systemes TS etnfL so
notées det d. Selon les approximations précisées au coursedeiicé, ces objets seront traités comme
des sphéres homogeénes, soit comme des massepgonetielles. En outre, dans tous les cas, lesegrbit
relatives ((T) autour de (S), (L) autour de (T)jose supposées quasi-circulaires. La force d'ditvac

®
gravitationnelle entre deux objets de masse M etdd’ centres de masse C et C' (aveeCC') est
M';/' L, ou G est la constante de gravitation universekbechamp
r< r

de gravitationA de la masse M est alors défini & partir de ldimaF = M'A .

donnée par la loi de NewtorF=- G

Données :
G=6,67.10"SI ; d; =1,5010"m; d, =381F m ; R, =6400 km.
Champ de pesanteur terrestre (au sof) =§,81m. >.'s

[) Préliminaires

1. Etablir que le champ de gravitatién dérive d'un potentiel U que I'on exprimera en ftioe de G, M
etr.

2. On noteA =g le champ gravitationnel de (T) et gon module en ¥ R. En déduire la masse\e
(T) en fonction de G, @t Rr.



3. On suppose (T) quasi-ponctuelle en orbite ciicell uniforme de rayonsda la vitesse angulaire
w =2p / Tg autour de (S) (ou la périodg Vaut 365 jours). En déduiredwn fonction de G et d.

4. Application numérique calculer M et Ms.

II) Le phénoméne des marées

L'attraction gravitationnelle de (L) (ou de (S))est pas uniforme sur (T). Il en résulte un déplaadm
des masses liquides tel que I'équilibre soit reétppar une variation du potentiel de pesanteurrprdp

(T).
Le cadre théorique utilisé est celui du modélegiatdes marées.

On étudie d'abord l'influence de (L). Le champ dearées di a la Lune au point P (situé sur la sairfac
terrestre) est not€(P) = A(P - A(T), ou A désigne le champ gravitationnel créé par la Lune.

P
r L
s

S S— o %

1. Ecrire le potentiel gravitationnel W dont dérigechamp des marée3(P) en un point P de (T) en

utilisant les coordonnéesdy,du point P (coordonnées sphériques, voir figisgessus), en fonction des
parameétres G, Met d.

2. Au voisinage de # R, on a r<< (. Etablir I'expression V du développement de W ecosid ordre
(développement limité aux terme$ /r 2

3. En déduire les coordonnées radialet®rthoradiale £du champ des marées créé par la Lune. Donner
I'expression de ce champ ep=0 et r= R, en fonction de G, M d. et R. Préciser l'intérét de
calculer préalablement V.

4. On peut mesurer que l'effet de marée da a (@nesdre que celui di a (L) et dans un rapport éga
2,3. En déduire I'expression du rapport M ¢ Mn fonction du rapport d/ <d

5. Application numérique calculer M ainsi que les rapports M Met d / R..

6. Déterminer, & partir de I'expression approchéduvpotentiel des marées, le marnage (différence de
hauteur d’eau entre une pleine mer et une bassecomsécutives) hde la marée ainsi produite en
fonction des parametres MM+, Ry et d. On supposera que la surface des océans estiiaeesisobare.

7. Application numérique calculer h et h= h + h (ou hs est la contribution de (S)).
Solution :
[) Préliminaires
o L . . ® du r
1. Le champ de gravitatioA dérive du potentiel U défini parA =- grad U= - d—ur , avecu, =— ;
r r

par intégration, on dédult(r) = - GM en choisissant@iirhl r(30.
r r



I GM .
2. Le module du champ gravitationnel terrestre vawtsol :g, = RZT . La masse de la Terre s’exprime

2
— goR? _
G

3. Le théoreme du centre d’inertie appliqué a lad,elans le référentiel héliocentrique supposiégal,
donne, en projection sur la droite liant Ta S :

ainsi sous la forme M ;

GM:Ms  Lou M, = w?d3

M w’dg =
d3 G

4. Application numérique M, =6,0210*kg et Mg =2.10%° kg.
II) Le phénoméne des marées

1. Le champ gravitationnel créé par la Lune autp@jm (P) , dérive du potentiel :

uP) = u=- M

ou D =LP est la distance entre le point P et le centre ladeine.

P
A(P)
r D=PL S
<
T> e —

d L 4
M

® ® ®
Or:PL=TL- TP donc O'= ¢ + F-2d rcogy et, par conséquent :

U=- GM,
\/df +r? - 2rd, cog
_GM, - , e _ ® _ du,
Le champ constaniA(T) = " u, dérive du potentiel L[ Xvérifiant A(T)=-grad U,;=- —=u, ;
X

L

2

. GM : ,
par conséquent), (x) = - " L x+ cste. Comme = Kcosj, on obtient finalement :
L

2

U,=- GM, rcosg+ cste
dL

Le champ des marées au point@&P) = A(P) - A(T), dérive donc du potentiel W U Upotentiel
générateur de la marée), soit, & une constante pres

GM, GM,
+——L rcox
JdZ2 +r2-2rd cogg i

W= -

2. On effectue un développement limité de U au dgne ordre en £ d<<1:

10



-u2

2
U=- GM, =-GML]:2l4m$+17
Jd? +12 - 2rd, cosy d. dy di
2 2
U»- ML gy T cogg- A o+ §4r—2 codq
d. dg 2d? 8 d?
D’ou I'expression approchée V du potentiel génénatke la marée W :
2
V=- GM, 1+ Lcosq+ }r_z(_ B 3cod q) + Gl\gL r cog
L L 2 dL dL

Soit finalement, en omettant le terme constant seymfication physique :

] GMSL rz(- i 3coszq)

L

3.Le champ des marées <s'obtient a partr de la atioel de  définition

®
C(P) =- grad \£ - ﬂﬂu,+ Eﬂﬂ u, . Les coordonnées radialg €t orthoradiale £du champ des
r r 19
marées s’écrivent alors sous la forme :
C, =- wv_ oM, L( ¥ 3cos q)
T dt d
Cq =- Eﬂ: - 3G_'\£||-Ls|nq cogy
r 9q di d_
En particulier poug=0 et r= R, : C, =ZG—'\£L% et G, =0.
L L

On retrouve I'expression obtenue, au paragraphd. 4pdur le champ des marées aux points A et A'.
L'utilisation du potentiel permet de raisonner das grandeurs scalaires qui sont souvent plus caesno
a évaluer que des grandeurs vectorielles, notamimente calculs de développements limités.

4. L’effet de marée di au Soleil étant moindre dliicde la Lune et dans un rapport égal a 2,3, on
déduit : (pourq=0 et r= R;)

3 3
—(C) Lune — Z’S:ﬂ % soit ﬂ =273 d_'-
(C)Soleil MS dL MS dS
5. Application numérique M, =7,5107kg ; M—T =81; de _ 60.
L T

6. La surface des océans est supposée étre urscesudobare et correspond donc a une surface
équipotentielle du champ de gravitation. Le potdndie gravitation i, au point P, somme du champ
gravitationnel terrestre et du potentiel des margésrit :

__GM; GM, ,
Uy = : ?Er( + 3coszq)

si I'on ne considere de nouveau que l'influencdadeune.
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Océans

La Lune

rmax

Au point A(r =r,..,0=0), la marée est haute. Au point(rB=rmin,q=%), la marée est basse. Le

marnage est défini par iF k- << {RLe potentiel de gravitation{dJprenant méme valeur aux
deux points A et B, on en déduit :

_GM;_ ,GM, , _ GM; GM, ,

—— e - Foin» SOIt
rmax ZdE m rmin ZdE "
3
GM; hL=GML (2r2 +I’2-) doll h_L R$ R$ :EML &
max min
Fmax! min dE RT F'max! min 2rr$1ax + rr2nin 2 MT dL

Comme h << R, on peut écrire au”lordre en h/ R dans 'équation précédente,,f ../» Rt

2r2. +r2.»3RZ ; par conséquent, le marnage vaut :
3M, R;
hL -t 7T RT
2M, d,

7. Application numérique
h, =566cm; k= h/23=246cmeth h+ Hh=812cm

Ce marnage théorigue maximal correspond aux maeégs/es-eaux et dans le cas ou les centres T, L et
S sont alignés dans le méme plan, qui est cellédéptique. Cette valeur correspond, du moineire

de grandeur, aux marnages qui ont pu étre obsatvéslieu des océans. Par contre, proche des déses,
marnages observés peuvent étre beaucoup plus an(prés de 15 m de marnage dans la baie du Mont
Saint-Michel) ou au contraire plus faibles dansihess fermées comme la Méditerranée.

4) Effets de marée en astronomie ; a propos de larnéte Shoemaker-Levy 9 : (Mécanique)

La comete Shoemaker-Levy 9, en orbite autour déelupst passée en juillet 1992 suffisamment gees
Jupiter pour se fragmenter en morceaux a causdodess de marée dues a Jupiter. Les différents
morceaux de la cométe se sont finalement écrasdsigiter en juillet 1994, et cette collision a stévie

en détails et en direct par les astronomes du mentiler.

Le but de ce probléme est de comprendre, a I'atddeadéles tres simples, l'origine de la fragmeatsati
puis de tirer un ordre de grandeur de la tailleimale des morceaux issus de cette fragmentation.

On supposera que le référentiel « Jupiterocentgest galiléen et on négligera dans tout le problées
effets dus au Soleil dans ce référentiel. Jupgeisepposé sphérique, homogéne, de massdevtayon
R; et de masse volumiqunm.

Données R, =71400km ; M =1911G" kg; G=6,67.10''SI (Constante de la gravitation
universelle).
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Partie | — Estimation de la limite de Roche

On cherche ici a déterminer la distance en desdeusquelle un corps (la cométe) s’approchant de
Jupiter se séparerait en plusieurs morceaux sefistldes forces de marée dues a Jupiter. Pour aela
fait les hypothéses suivantes :

- Le centre d'inertie G de la comete (de masse vigjuam) est en orbite circulaire de rayon d autour de
Jupiter et de période T.

- La comete est constituée de deux sphéres idestipienasse m et de rayon r, homogenes et disposées
comme indiqué sur la figure ci-dessous. Ces debrrgg ne sont liées entre elles que par leur itinac
gravitationnelle mutuelle. On suppose que la digiposdes deux sphéres reste inchangée, les centres
étant toujours alignés avec le centre O de Jupiter.

Jupiter 2r

@) @

i
<

»:
»

d

- Lors des calculs d'attraction gravitationnelle sane sphére de masse m et de rayon r, on suppese qu
toute la masse m est concentrée au centre deéaesph

1. Déterminer la vitesse v du centre d’inertie Gadeomeéte en fonction du rayon de la trajectoirdes

données. Donner I'expression @& (w=2p/T). On donnera une expression approchée au premie
ordre enr /d, expression que 'on utilisera dans la suite dibjgmme.

2. Faire un bilan des forces s’exercant sur chacl@sesphéeres constituant la cométe dans le cas d'un
contact maintenu, supposé sans frottement.

3.

a) En appliquant le théoreme de la résultanteignéten déduire deux équations.

b) A quelle condition le contact entre les dewidsd est-il rompu ?

¢) En déduire que le contact est rompu lorsque \dede inférieur a ¢, appelée limite de Roche.
Exprimer d,, / R . Application numériqu¢On donnem, =10°kg. m3).

d) Exprimer le module f de I'attraction mutuellesddeux solides en fonction dg,dG, M; et m.

e) Pourquoi parle-t-on de forces de marée ?

Partie Il — Influence des forces de cohésion

Les observations ont montré que la fragmentatiodadeométe s’était produite lorsque celle-ci était
arrivée a une distance, & 15 ;Rle Jupiter. Ceci peut s'interpréter si 'on sogg qu’en plus de leur
attraction mutuelle, les deux sphéres sont liéesigaforces de cohésion.

1. On note knesionle module de la force de cohésion d’'une spherd’autre et f le module de leur
attraction mutuelle. Etablir alors que :

F

cohésion = d
0

Calculer numériquement le rapport, Eion/ - f
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2. Les forces de cohésion entre deux morceaux sblide sont a courte portée et proportionnellea a |
surface de contact entre les deux morceaux. Dacasl@le la glace (constituant essentiel de la @meét
on peut estimer la force de cohésignpBr unité de surface a partir de I'observatiovaautie : la taille
limite sur Terre des stalactites de glace est @en8,au-dela elles s’effondrent sous l'effet dasds de
pesanteur. En considérant le cas d’'une stalagtliedcique, en déduire la valeur dg fOn donne g,

accélération de la pesanteur a la surface de k&, TgrF 9,81m. $%). On assimilera la masse volumique
de la glace a celle de la comeéte.

3. Pour calculer les forces de cohésion dans lededsa cométe, on considére que les deux parties de
masse m sont en fait deux demi-spheres accoléeyoe r'.

a) Exprimer r’ en fonction de r.

b) En utilisant les questions (1) et (2), en déxluine estimation de la dimension r des morceaus ids
la fragmentation (on conservera pour cela le modele deux sphéres pour le calcul de I'attraction
mutuelle, et celui des demi-sphéres pour le caleglforces de cohésion). Exprimer r en fonctioPgle

3

—lim — _ 1. Calculer numériguement r.

m, G eta=
0

Solution :

Partie | — Estimation de la limite de Roche

1. Le théoréme du centre d'inertie, appliqué aoiaméte dans le référentiel « Jupiterocentrique PGSH
galiléen, s’écrit, en projection sur I'axe (OG)eoié :
2
om¥ =emM, % _+omm, L+ O™, 1, 1
d (d-71) (d+7) d @-r/d) @+r/d

ou v désigne la vitesse constante du centre din@tde la cométe. Comme/ d <<1, on peut écrire
que :
vZ _GmM,

2m— 1+20 +1- 20 soit finalement v? = GM,
d d? d d d

L’expression dev?, au " ordre enr / d , s’en déduit :
2 GMJ

d3

Vv ,
w=—  soit w
d

2. Le bilan des forces s’exercant sur chacune des sphéres est présenté sur la figure suivante :

A

% irayon d’'une sphere)

i
Y

R2® 1 R1® 2

——>

Jupiter
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F, et F, désignent les forces d’attraction dues a Jupiietes deux spheres constitutives de la comete ;
fle, €t f,e, SONt les forces d'interaction mutuelle entre lesxdspheres (de méme module, noté f) et

Re» €t R,e, (de mémes normes notéesg, R et R,q ;) représentent les forces de réaction au niveau du
point de contact G des deux spheéres.

3.

a) Soit (R) le référentiel lié au centre d'inertie de la coenéet qui possede un mouvement

d’entrainement de rotation autour de O par rappartréférentiel « Jupiterocentrique », a la vitesse
angulairew. Les deux sphéres constitutives de la cométeesoatjuilibre dans ce nouveau référentiel. Le
théoréme de la résultante cinétique, appliqué ssoeament aux deux sphéres, conduit, aprés profecti

sur l'axe (OG) orienté, aux deux équations suivanfeeules les forces d'inertie d’entrainement
interviennent puisque les sphéres sont immobiles) :

0=-GMM,—~  +GmP—L - R,, .+ mw?(d- 1) (Sphere 1)

-1)? 4r2
_ 1 > 1 2 \
0—-GmMJW- Gm P+ Rig,t mwe(d+ )  (Sphére 2)

b) Le contact entre les deux spheres est rompquerkes réaction®,, , et R, s'annulent.

c) Lorsque les deux sphéres commencent a se sépioes d= ¢, et la £'® équation précédente
devient : (la 2® équation conduit au méme résultat)

1
+Gm? — +mw?(d,, -
(dyim - r? 4r? (e = 1)
En remplacantV’ par son expression obtenue & la question (1) effentuant le développement limité

L sl @+2-" il vient:
djm - 1) dim djim

=-GmM,

GH;MJ (1+ 2-")+ Gn?

lim lim lim

12+ szMJ (1- r )
r d djim

0=-

D’ou I'expression de la distance limite, appeléeité de Roche, en dec¢a de laquelle le contacbagu
entre les deux sphéres (en effet, si d,, dlors Rg, <0 !):

diin
— 4 3 - 4 3 ) : .
Sachant queM , —ngJmJ et m—gpr m., le rapport ¢, / R s’exprime sous la forme :

1/3
R, m

Avec m, =3M,/ 4R>%=1251CGkg.m ®, on obtient ¢, / R=2,47.

d) Le module f de I'attraction mutuelle des deukéses vaut :

2 5 2/3 2 2/3
Gm” _Gm 12MJ soit = 3m“M, G

4?4 m di 2 di

lim

f=
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e) Le raisonnement suivant est présenté dans éeeréfel (R) lié au centre d'inertie de la comete et
défini a la question (3-a) : si les deux massegaieid ponctuelles et regroupées toutes deux au @oi

la force d'inertie d’entrainement subie par l'uneelgonque des deux masses (égale, en norme, a
GmM;

24—
mw<d = "

) compenserait exactement la force d’attractionaldepiter.

Dans le cas du modéle & deux sphéres, le centrertii G de la £ sphére est soumis & une force
d’inertie plus faible que précédemment mais, partrep a une force d'attraction due a Jupiter plus

importante ; il en résulte une force différentiellf;, équivalente a la force génératrice de la marée
définie au paragraphe 4.2.1, dirigée vers le cemgrdupiter. Le centre,Gera lui soumis a une force
différentielle DF, dirigée du coté opposé a Jupiter (la force d'iretitentrainement est plus grande et
I'attraction de Jupiter plus faible).

Jupiter ____<):|_____

Forces de marée s’exercant sur la cométe.

Lorsque ces forces différentielles dépassent detiton gravitationnelle propre de la comete (de med
f), celle-ci est détruite et se sépare en ses denstituants.

Partie Il — Influence des forces de cohésion

1. Le raisonnement présenté a la question (3-agjuisait a I'expression suivante de la force f :

o~ 1 r
f =Gm P—BGmMJT

lim

La prise en compte de la force de cohésion moddfite équation sous la forme :

r
f+ I:cohésionngmlvI .]? (avec q < gn)
0

En effectuant le rapport membres a membres deaeséhuations, on obtient I'expression de la falee
cohésion :

3 3
I:cohésion d lim i
1+ toheson = solt I:cohésion =
dy do

Application numérique F, /| f=a=346.

ohésion

2. La force de cohésion est capable de compenspoitls d’'une stalactite de hautetr=3m. Par
conséquent, sigPdésigne la force de cohésion par unité de surfacmogene a une pression), alors
P,S= Sim. g (en assimilant la masse volumique de la glace #e cde la comete), soit

Py =mgh=0,3bar.
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3.

a) La conservation de la masse don:mr'3 m, = 2.% p3m, soitr'=2"3r,

b) Le modéle des deux spheres permet de calculo‘er:meZAr—:2 puis Fpesion= af =aGmZ%. Le

modéle des demi-sphéres accolées donne une agtression de la force de cohésion, sous la forme
F =pr? R,. Par conséquent :

cohésion ™

Gm* __ G 4
4r? 4r? 3

prepP,=a

Avec r'=2Y3r | il vient finalement I'expression du rayon r desig sphéres :

12

r= 922/3 PO 5
4 paGmy

Application numérique r =122 km. Des calculs astronomiques plus sophissiqoéiduisent au méme
ordre de grandeur, comparable d'ailleurs au raytadomeéte de Halley.

Impacts

Impacts de fragments de la cométe Shoemaker-Levy @rslupiter (Image prise par le télescope spatial Hable).

Les nombreuses observations astronomiques effeceréduillet 1994 ont montré que la cométe avait
éclaté en un nombre important de fragments (2lporétre identifiés), dont les plus gros ne mesntaie
guére plus de quelques kilométres. La photograptéieédente montre de grandes cicatrices sombres que
les impacts des plus gros fragments ont impriméegugiter.

5) Détection des planétes extra-solaires : (Mécaniq)

Une dizaine de planétes extra-solaires, ou exomanérbitant autour d’'étoiles analogues au Sabei,
éte decouvertes ces dernieres années. Ce problpme aut d’analyser les conditions de leur détecti
Dans la I partie, on s'intéresse a certaines caractéristigueitales, permettant d’obtenir notamment la
masse d’une planéte extra-solaire par des messtesvettriques. La 2° partie traite des conditions
d’observation directe d'une planéte extra-solaire.

On s'intéresse tout spécialement au cas de ['étbile Peg (dans la constellation de Pégase),
vraisemblablement accompagnée d’'une planéte otletard jours. Cette étoile est de type solaire. Par
ailleurs, une planéte est dite tellurique si eflieanalogue en masse et en composition a la Tehe est
dite géante si elle est comparable a Jupiter.

Le systéme constitué par une étoile et ses plaréteonsidéré comme isolé.

Données numériques :
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Grandeurs physiques :

constante de gravitation : €6,67.10'* Sl
célérité de la lumiérec=310°m.s™*
constante de Planck :=6,6310%* . J s
constante de Boltzmann ;;k=1,3810% . J K

constante de Stefars:=5,67.10°W.m 2.K *

Grandeurs astrophysiques :
masse du Soleil : M=210° kg

rayon du Soleil : R=7,01¢ m
température de surface du Soleil:=5780 K

masse de la Terre : M=6,010* kg

rayon de la Terre : R=6,41F m

distance Terre-Soleil :.uh= , 15%0n

masse de Jupiter : M=2,010° kg

rayon de Jupiter : R=7,110 m

année de lumiére :dl= , 9 5%0n

Premiere partie ; caractéristiques orbitales :

1-a) Rappeler I'expression de la force d'interattgpavitationnelle entre la planete P et son étBjlele
masses respectives, @t M. dont on supposera que la répartition possedentgtsie sphérique ; quelle

®
est I'énergie potentielle U(r) correspondante 7p0seraEP= re , e, vecteur unitaire.

b) Pourquoi le mouvement de P est-il plan ?

2. Dans un premier temps, on néglige la masse plat&te devant celle de son étoile.

a) Pour un mouvement circulaire de rayon a et déoge T, déterminer le rappol€=T?/a° et
commenter le résultat.

b) Que vaut C lorsque I'on choisit le systéme démiou les durées sont comptées en années, les
distances en unités astronomiques et les massemeses solaires ? Quel est le rayon de la trajectoi
circulaire d’'une planéte orbitant en 4 jours autdeit'étoile 51 Peg dont on supposera les caratigues
physiques identiques a celles du Soleil ?

3. Toujours en négligeant la masse de la planetandecelle de I'étoile, on s’intéresse a une orbite
elliptique, de demi-grand axe a et d’excentricité e

a) Soient y, et w, les valeurs minimale et maximale de la vitesséaddanéte sur son orbite. Pour quels
points caractéristiques de cette orbite sont-elldenues ? En préciser les distances respectivasiy a
I'étoile.

b) Déterminer le rapport,y/ ,y en fonction de e.

¢) Obtenir indépendamment de ce qui précéde unessipn reliant ¥, vy, a, e et les paramétres du
systeme. Déterminer alorg en fonction de a, e, G et-M

d) Soit 4 la vitesse qu’aurait la planéte sur une orbiteut#ire de rayon a. Déterminer,,V ,\en
fonction de e. Calculer ce rapport pour e = 0,68 @u candidat exoplanéete 16 CygB).

4. On tient compte maintenant du rapport des matesés planéte et de I'étoile tout en supposantrgue
<< M..
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a) Définir la position du barycentre O du systénmleplanéte. En supposant O fixe, trouver latieta
entre les vitesses-\de I'étoile et v de la planete.

b) Exprimer pour une orbite circulaire ¥n fonction de @ M-, G et la période T du mouvement, en se
limitant au premier ordre en g M

c) D'apres les observations, les plus courtes gésanesurées sont de I'ordre de 4 jours. Calcuer p

une vitesse Vde 60 m.s'!, la masse pde la planete. S’agit-il d’'une planéte de typéutejue ou de
type géante ?

Solution
I) Premiere partie ; caractéristiques orbitales
mp M.

r o
I,.2

1-a) L'expression de la force gravitationnelle eéer par I'étoile sur sa planéte dst -G

m, M.
cette force dérive de I'énergie potentiell{r) = - G—"

(par convention, U(r) posséde une valeur
nulle a I'infini).

b) Le systeme a deux corps {planete-étoile}, supps®lé, se raméne a I'étude, dans le référentiel
barycentrique du systéme, d’'une particule réduitendssem =m,M. / (m, +M.) soumise a la force

centralef définie ci-dessus. La trajectoire de cette paei@st plane ; la trajectoire de la planéte, qui
s'en déduit par simple homothétie, est égalememtepl

2. Comme rp<< M, la particule reduite se confond avec la planétééwile est confondue avec le
centre d'inertie du systeme.

a) Pour un mouvement circulaire de rayon a, leréirée du centre d’inertie appliqué a la planéte dans
référentiel lié a I'étoile s’écrit, ou v désignevidesse de la planéte :

2
v m, M. _ GM.
m, - —e, =-G—-—e, soit v®=
a a a

La période du mouvement vaut, puisque la vitesseumiforme, T=2p & v d’'ou I'expression de la
période en fonction uniguement du rayofi"t®i de Kepler) :

T _ 4p°
a® GM,

Les déterminations expérimentales de la périodecdelution de la planéte ainsi que du rayon de son
orbite permettent d’accéder a une grandeur qut p&s directement mesurable, la masse de I'étoile.

sme | . . : T2 2
b) La 3™ loi de Kepler, écrite dans le cas du systeme g-8oleil} donne,%:%, avec
T S
T, =1 année ed; =1ua. Par conséquent :
(TITy)? _ 1
(@ a)® (M./My)

Ainsi, si I'on choisit d’exprimer les périodes ennges, les rayons en ua et les masses en unitasse m
solaire, alors I'expression de 18"3loi de Kepler devient :
T2 _ 1

C vaut donc 1/
a3 M, ( M
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Application numérique T =4 année ; M. =1Mg, alors : & 0,049ua= 7,418 m

3-a) L’énergie mécanique,Hle la planéte est une constante du mouvementcopagquent :

1 m M. 1 m_ M.
En=-myVy - G——==myVi- G—
2 v 2 ("
AY Ay
Ellipse trajectoire ’ H
i V Vi
Al (CHI /A0 ) S >
! H X

A
Y
= A
Y

L'énergie cinétique est maximale lorsque I'éneqitentielle est minimale, et réciproquement ; aingsi
correspond a la distance EH (H est le périgéeg) @tla distance EA (A est 'apogée).

Comme [, + [, =2 aet a= ct [, = ea+ f, il vient:
rh =EH=al1- 9 et = EA @+ p
b) La conservation du moment cinétique par rappdgtoile E permet d’écrire, aux points A et H :
My Vi =My Vy

d’ou I'expression du rapport v/ Vv :

1+e

¢) En utilisant les expressions dg @t de ; en fonction de e et de a, la conservation de igae
mécanique écrite en A et en H s’écrit :

m_ M. m_ M.
impvﬁ,I - G2 =1mpvfn - P
2 al- o 2 a(l+ 8
Soit :
2GM. 2e
2 2
vZ, - v2=
Mo a 1-¢€°

A partir de la relation entreg,\et ¥, obtenue a la question (3-b), on obtient finalement

Vo = GM. 1+e
MY a 1-e

d) Sur l'orbite circulaire de rayon a, I'excentté&iest nulle ; par conséquent =.,/GM. /a et donc

AT ,/E . Application numérique pour e=067, on trouvev—M =22.
Vg 1-e Vo

4-a) Le barycentre du systeme {étoile-planéte)désini par la relation vectorielle :



® ®
M. OE+ m, OP=0

-1

H ° mp 2 mp mp ° mp e r mp
soit . EO=————EP=—= 1+—2  EP» EP (au f ordre en—)
m,+M. M. M M. M.

En supposant O fixe, la relation de définition ddddne, par dérivation :

. m,
M*V*+mpv:0 soit V. = \%

*

b) Soit m =m,M. /(m, +M.) la masse réduite du systeme {etoile-planeted.rincipe fondamental

appliqgué a la particule réduite du systéme, desséey et dont la trajectoire circulaire a un rayan a
donne :

2
v m_M. ] Gm M. G(m, + M.
m—=G—2 soit a, =————= (m, - )
a, a nv v

r r r

La période du mouvement vaut=2p , & ,,\par conséquent :

r

2pG
v? =—E|)_ (m, +M.)

La vitesse de I'étoile est reliée a la vitesseadgdrticule fictive par la relation :

mP
V,=—vV
m, + M.

r

par conséquent :

13 -2/3
- 2/3 mp
m,M.2°% 1+ £

*

2pG e 23 _ 2pG

V. = m,(m, + M)’

: m . . Y
Soit, au f ordre enM—p , 'expression de la vitesse de I'étoile :

*

U3 3

m m m
V. » 2pGM. P 4. 2mg 5 2pGM. p
T M. 3 M. T M.
c) Application numérique T=4 jours, V =60m. §*, M, = M, :
Tv:
b= - M. =9.10°°kg = Q45M,
2pGM.,

La planete observée semble étre une planete dgégde, située trés prés de son étoile.

6) Objectif de photocopieur : (Optique géométrique)

Les procédés actuels de reprographie nécessitéatniation de I'image du document sur une surface
photosensible par l'intermédiaire d’'un objectif dgroduction. On désire reproduire un document de
format A4 soit en A4 (méme format), en A3 (formatuble en surface) ou en A5 (format moitié en
surface). On réalise ces différents tirages a d'altln objectif en modifiant la position respectides
lentilles a l'intérieur du systéme.
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La distance entre le document et le récepteur ghatible est de 384 mm et I'on positionne une pFeMi
lentille mince divergente (l. de distance focale imagk’; =- 90mma 180 mm du récepteur (figure (1)).

—>
Document Document
A 01 A A O’ O1 A’
Récepteur Récepteur
(L) Wl w)
384 mm 384 mm
Figure (1) Figure (2)

a) La lentille (Ly) peut-elle donner une image du document sur leptéar ?

b) On ajoute alors une lentille mince (L") devaatléntille (L) & 180 mm du document (figure (2)).
Calculer la distance focale image f' de cette lenfiour obtenir une image réelle du document eur |
récepteur.

En déduire le grandissemeantde I'association des deux lentilles et indiqueeldype de tirage permettra
cet objectif : transformation de A4 en A3 ou de&WAS5.

¢) En fait la lentille (L") est constituée de deentilles accolées (L) et (L), (L',) étant identique a ().
Calculer la distance focale image die la lentille (k). Quelle est la nature de cette lentille mince ?

d) On glisse alors la lentille ) afin de I'accoler a (1). Montrer que I'image du document reste sur le
récepteur et calculer le grandissement correspangamcorrespondant a I'association de ces trois
lentilles ; en déduire le type de tirage obtenu.

Solution :

1. L'objet étant réel et la lentille (L.divergente, I'image du document sera nécessaireumeuelle et ne
pourra donc pas étre captée par le détecteur mhrtiie. On peut le vérifier en appliquant la folende
conjugaison de Descartes, qui s'écrit, en notanaAosition de I'image de A :

1 1

-+

OA OA, fi

soit OA, =-624mm<0

L'image A, située en avant de la lentille;Jlest bien virtuelle.

2-a) Soit Al'image de A a travers la lentille (L) ; 'imag#e A & travers la®°lentille (L,) étant le point
A’ situé sur le récepteur. La relation de conjugaisle Descartes, écrite pour f4°2entille, permet de
déterminer la position de; pdar rapporta () :

1 1
O,A’

f—% soit  O;A; =60mm
1
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La relation de Descartes écrite pour I3° lentille permet alors d'en déduiré', sachant que

> >
Y
1 1 1 Con e A
- _ﬁ +—O'_Ai =— dou f'=573 mm Document N
~N
La lentille (L") est convergente. o| [0~

b) Le grandissement total a travers les deux lestil
peut s’écrire :

_ L)V A(Ll) Récepteur

0,A, OA ) 384 mm
Par conséquent, les dimensions transverses du @otuseront agrandies d'un factewr/2 et le
document verra ainsi sa surface doubler : I'objgetrmet un tirage du format A4 vers le format A3.

3. La formule des opticiens, valable lorsque deantilles minces sont accolées, permet de déterminer
f'y:

| =

dou f';=350 mm ((Ls) est convergente)

1 1
3=
f‘3 f‘l

—

4. Si I'on applique le principe de retour invergeld lumiere, un rayon issu du récepteur atteiterélle
(LY puis ensuite la lentille () avant de converger finalement sur le document. dleurs, le

grandissement vaut (en valeur absolwaﬁ. Par conséquent, la photocopie a diminué la taille
document initial, le faisant passer du format A4d@mat A5.

7) Téléobjectif d'appareil photographique : (Optique géométrique)

On assimile I'objectif d'un appareil photographiguene lentille mince convergente (L) de centret @ee
distance focale image f'. La distance d entre (L)'écran (E) ou se trouve la pellicule sensible es
variable, ce qui permet d'effectuer la mise autpoin

On ne tiendra pas compte des effets de la diffractt le probléeme sera traité dans le cadre deédiop
géométrique.

1. Mise au point de I'objectif : on désire photqgrer des objets dont la distance a (L) varie d& X
l'infini. Dans quel domaine doit pouvoir varier dClculer numériquement les valeurs extrémegs,ed
Omax lOrsque x = 60 cm et ' = 50 mm.

On se propose de photographier une tour (AB) hdeite80 m et distante de D = 2 km.

2. Encombrement de I'objectif standard : quelleaida taille de I'image A'B’ sur la pellicule salmise
au point était faite avec l'objectif standard é&udila question précédente ? Quelle serait alovaléaur
numérique de « I'encombrement » de I'objectif,tezedire la distance de l'objectif a la pellicule ?

3. Agrandissement d’un téléobjectif : Pour agrafitivage, on considére le systéeme formé par ldllent
convergente (D) de distance focalé'; =O,F'; =50mm suivie d'une lentille divergente §) dont la
distance focale edt, =O,F', =- 25mm, la distance entre les deux lentilles étapd, =31,2mm. On
note A’B” I'image de la tour (AB) par le systénmaptique des deux lentilles.

a) Déterminer la position de A” par rapport g Quis la taille A" B" de I'image A”"B”. Comparer cette
derniere a la taille de I'image A'B’ obtenue a laegtion (1). Evaluer 'encombrement du téléobjectif
ainsi monté.
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b) Quelle serait la distance focalg t'une lentille convergente unique qui donneraifadéur la méme

taille d'image A" B" que le téléobjectif ? Comparer son encombremeua calculés précédemment et
conclure.

Solution :

1. L'image d’'un objet situé a l'infini se forme datfe plan focal image de la lentille, par conséguen
d., =f'. Lorsque l'objet AB se trouve a distance finie ladbjet (avecﬁ:- X, voir figure), alors
'image A’ du point A se forme en arriére du platdl image. La relation de conjugaison de Descartes
permet d’évalueA' =d

max *

:il soit d,=——

max

A X A
S — Pellicule <~ >
A situé a l'infini
sur l'axe 0
F F A F 0o
«—>
Oin = T
L v (L) ¥

2. La tour peut étre considérée comme un objeé satWinfini ; par conséquent, la pellicule doireét
confondue avec le plan focal image de la lentllg €t 'encombrement de I'appareil correspond adors
la distance focale de I'objectif, soit 50 mm.eSdésigne le diamétre apparent sous lequel le pregibg

voit la tour (défini para » tana = AB/D, avec AB =50m et D =2 km, voir figure), alors la taille de
limage A'B' de la tour sur la pellicule est'B'= - af, =- (AB/D)f, .

A
Tour A——>—]
B

[

F Ol fa F 1= A

Pellicule

\4

A
A\ 4
vy)

fy

<

Objectif (L)

Soit numériqguementA'B'=- 125mm.

3-a) La figure suivante précise le cheminementagens lumineux issus des points A et B de la tour e
donne la position et la taille de I'imag&"B" de celle-ci a travers le téléobjectif (I'échelleotsie étant
arbitraire).
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>
Y

A4

F

\ 4 ‘\
(La) (L2)

B"

Afin de déterminer les caractéristiques de I'imajasi formée, on utilise la méthode des images
intermédiaires :

(La) (L2)
Obijet A a linfini —l—) Image confoneavec F —;) Image finala"

La formule de conjugaison (avec origine au centepOur la lentille (lz) donne :

1 1 1
+

O,F OA" f,

Soit, avecf, =-25 mmet O,F =188mm, O,A"=758mm : I'image A" de la base A de la tour est
ainsi située a 7,58 cm du centrg @ la lentille (). L'encombrement du téléobjectif étudié est alors
donné parO,A"=0,0, + O,A"=107mm=10,7cm.

A travers la I lentille, 'image de la tour est image A’'B’ déifie & la question (1). Cette image A'B’
devient objet pour la"¥ lentille et la formule du grandissement écritee@erigine au centre Dpour
cette derniére lentille donne alors :

La taille de 'image obtenue est ainsi environ i fdus grande que celle obtenue avec I'objeatifdard
de la £ question.

b) La distance focal&,, de la lentille convergente qui, utilisée a lagalale I'objectif standard de Eg!
question, donnerait la méme taille d'image queléabjectif est :

fo, =- LA"B" soit  f,, =- M(-S):ZOOmm
AB 50

L'encombrement d’un tel objectif étant alors dec?), c’est-a-dire deux fois plus important que celui
téléobjectif étudié a la question (2-a) !
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8) Arc-en-ciel : (Optique géométrique)

Un arc-en-ciel s’explique par la réfraction de uanlére solaire a travers de fines gouttelettes|die.p
Lorsqu’un observateur est situé dos au Soleilytaiére solaire péneétre a I'avant d’'une gouttelgiejt

se réfléchir une fois puis ressortir par devaninawhiétre recue par I'ceil de I'observateur. Duraat
processus, la lumiére blanche solaire se décongroses différentes couleurs constitutives (phénemeén
de dispersion ; la figure ci-contre, montrant Newtbécouvrant la nature de la lumiére blanche en
utilisant un prisme, illustre ce phénomeéne), chacdielles étant déviée selon un angle fonctionade |
longueur d’'onde. On peut également observer uremtiel secondaire, provenant lui de la lumiére
solaire ayant subi une seconde réflexion a l'ietéride la gouttelette d’eau.

1. On considere une sphere transparente d’'indiggema = 1,337 (modélisant la gouttelette d’eau), de
centre O, de rayon R, baignant dans l'air (d’indicatiquement égal a 1). Cette sphére est éclpaéan
faisceau de lumiere paralléle, dont un rayon (@&gint la sphére en A ou se produit une réfraci@m
choisit pour plan de figure le plan défini par O(ef). Soit B le point ou le rayon réfracté receula
sphére. En B, la lumiére peut étre soit réfractdie refléchie, mais on ne considérera que le rayon
réfléchi. On pose i = (OAAX) et r = (AO,AB). Soff le point ou le rayon réfléchi en B recoupe la
sphére. En C, on ne considérera que le rayon téf(@y). On posa = (OX',Cy).

Goulttelette d’eau

a) Peut-il y avoir réflexion totale en B ? Montagre a = 4r - 2i. En déduirea en fonction uniqguement
deietde n.

b) Construire la courbe =a(i). Montrer que I'on peut restreindre l'intervalleétide a lintervalle
[0,p/2]. On déterminera notamment les coordonnées dediexim.

2. Le faisceau d'éclairage est uniforme et uneasarfplacée perpendiculairement a (X’X) recoit une
puissance lumineudg, par unité de surface.

a) Exprimer en fonction d&,, i et R la puissance lumineusy arrivant sur la sphére entre les
incidences i et i+ di. Vérifier ce résultat enatdaint la puissance lumineuse totale incidentelaur
sphére.

b) Tracer la courbe donnant les variationsgdgdée di en fonction de i. Que vaut ce rapport pour i 259,
puis a son maximum ?

3. Le faisceau d’éclairage paralléle est fournilpaBoleil.

a) Montrer qu’il y a accumulation d’énergie au voégye d’une certaine valeur deet que I'on peut ainsi
expliquer le phénomene d’arc-en-ciel.

b) On se propose dans cette question de trouvelréale grandewta de I'étalement angulaire de I'arc-
en-ciel. Exprimer la valeur maximale dé) en fonction de n seulement ; en déduire leswal extrémes
de a, sachant que pour les extrémités rouge et viotkttspectre visible, I'indice n vaut respectivement
1,331 et 1,344. Evalueia.

c) Dans des conditions telles que le Soleil sdib@est, incliné de 10° au-dessus de I'horizon,qdel
c6té faut-il regarder pour observer un arc-en-giek décrire et préciser sa hauteur angulaire neagim
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au-dessus de I'horizon. Préciser les circonstane&gorologiques nécessaires a I'observation. Feire
croquis montrant le Soleil, I'observateur et I'anmt-ciel. La partie extérieure de I'arc est-ellegewou
violette ?

4. Comment expliquer qualitativement I'arc-en-cetondaire ?

Solution :

1-a) Arrivé en B, le rayon lumineux peut subir udélexion mais aussi étre réfracté a I'extérieurlale
goutte, I'angle de réfraction a la sortie étantndeveau i ! On ne considére, dans la suite, quayom
incident subissant deux réfractions (en A et ert@ine réflexion en B.

i N ,
X v/\ \\A Gouttelette d’eau

(Tous les angles sont ici
comptés positivement)

Le rayon incident subit, arrivé en A, une premidéviation angulaire égale a-r). En B, il est de
nouveau dévié d’'un angl@¢  RrEnfin, en sortant de la gouttelette en C, ilisube derniére déviation
angulaire de i(- r). Au bout du compte, lors de la traversée de lattgtette, le rayon aura subi une
déviation angulaire d® =p+2i - 4l ’anglea défini sur la figure est alors :

a=p-D=4r-2i

En utilisant la relation de Descarteg, ©) 4
sini =nsinr, il vient : P >
a (im)

a =4r - 2i =4arcsin %sini -2 30+
b) L’allure de la courbea =a (i)tracée pour 20+
un angle dincidence i variant unigquemen
puisque la goutte d'eau est symétrique p 10+
rapport & l'axe (X'X), entre [0,p/2] est
donnée figure ci-contre. 0 : j : >
0 20 40 60 80 i(°)

im

Afin de déterminer les coordonnées de
'extremum, on différentie I'expression da, da =4dr- 2di. Or, daprés la loi de Descartes,
cosidi=ncosrdr, d'ou:

da=29S g pgi= 408 5 gi=p 2608,

ncosr ny1- (sin?i)/n? Vn? - sin?i

Ainsi, da/di=0 si:

2cosi

Vn? - sin?i

-1=0 soit 4cos’i=n?- sin? i
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Finalement, 'angl@ maximum est obtenu pour I'angle d’incidencei,, tel que :

cosiy =4/(n*-1)/3
Avec n =1,337, on obtienti,, =59,2° eta(i,,) =415°.

2-a) La puissance lumineusg drrivant sur la gouttelette entre les incidencesii+ di vaut (voir figure
ci-dessous) :

dj =F ,dS=F ,(2pRsini)(Rcosi di) = 2pR*F , sini cosi di = pR*F , sin2i di

~
3

- .
. > AN
i+di/>~_ N
NN
- i S
R.cosi dif f >

Lumiére
solaire

dS = DR? sini cosi di
La puissance lumineuse totale regue par la gotitedst alors :
p/2 p/2

j = PpR%F,sin2i di=pR°F, - %cosZi =pR?F,

0 0

Le résultat obtenu, montrant que la puissance leusea regue par la gouttelette est égale au proekbig
par la surface du plan équatorial de la goutteleebien conforme a ce que I'on pouvait attendre.

b) L'allure de la courbei—d—J_ est donnée ci-dessous :
PRF , di
1 g
pR%F, di 1
12 + |
|
1 T <> —~ 10,88
08 f s
o6 1 -
0 1 .
02l | |
1 OI . I
0 : 4:5 L vy o
0 20 40 60 80 i(°)

(dj /di) est maximum poui =45°, valeur pour laquelledj /di=pR3F ,. Pouri=i,, =59,2°, alors
dj /di= 088pRF ,, valeur proche du maximum observé poar45° .

3-a) La question (1-b) a montré que I'angleprenait une valeur maximale pour un angle d’incade
iy =59,2° ; par conséquent, tous les rayons qui arriventlsugoutte avec des angles d’incidence

proches dey,i conduisent pratiquement & la méme valeur de leaaglOn observera alors, dans la
direction moyenne donnée par I'angiéi,, , un faisceau de rayons quasiment paralléles etatiaplus
lumineux que, d’aprés la question (2-b) précéddiérergie lumineusegdj /di )est encore importante
pour des angles d’incidences prochesde i
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b) Connaissantosi,, =+/(n” - 1)/3, on déduit I'expression suivante déni,, , sini,, =+/(4- n2)/3

puis celle de la valeur maximaégi,, :)

- n? . |4-n?
- 2arcsin

a(iM)=4arcsinlsiniM - 2iy =4arcsin1
n n

Les valeurs correspondantes(i,, eda,(i, ) pour la lumiére violette et pour la lumiére rougeur
lesquelles les valeurs de I'indice sont=1, 34, =1,33] s’en déduisent :

a,(iy)=405> et a,(iy)=424>a,(i )
L’étalement angulaire de I'arc en ciel vaut aldes=a (i, ) - a,(iy)=19°.

¢) L'observateur voit apparaitre un ensemble déigres de cercles concentriques projetées sur I€icie
faut étre par exemple en avion pour observer ledesedans leur intégralité), dont les centres@avent
sur la droite issue de I'eeil de I'observateur etafp@le aux rayons lumineux émis par le Soleil {voi
figure, sur laguelle n’a été représenté qu'un seutle, de centre O). En effet, en tout point dignces
cercles, I'angle entre un rayon lumineux qui attéobservateur et la direction initiale des ray@aaires
est bien constamment égaleaéi,, . Le phénoméne de dispersion de la lumiére entnainétalement

angulaire de l'arc-en-ciel entra,(i,, ¢t a,(iy ), de l'ordre de 2°, le cercle supérieur apparaissan
rouge et le cercle inférieur violet.

Deux observateurs voient des arcs-en-ciel différezgntrés en des points distincts et I'on peusrguoer
que si I'un des observateurs se déplace en vgiturexemple, I'arc-en-ciel se déplace alors aviec lu

Observer un arc-en-ciel nécessite de laisser lkeilSt@rriere soi. De plus, la lumiére venant dueBaloit
pouvoir étre suffisamment rabattue pour pénétres daeil de I'observateur. Par conséquent, si fang
d’inclinaison des rayons solaires sur I'horizontesp grande, I'observateur ne pourra visualisarclen-
ciel. La valeur maximalegmax d’inclinaison de ces rayons se détermine en é&atrivque
Opax T P- a(iy)=p, SOit q,,, =a(iy ) : grosso modo, la hauteur angulaire du Soleill'sa@rizon ne
doit pas dépasser 41,5° pour espérer voir apparaitrarc-en-ciel, dont I'étalement angulaire est de
I'ordre de 2°. Dans I'exemple proposé par I'exegci@ hauteur angulaire au-dessus de I'horizorede- |
en-ciel vu par I'observateur est donnée par laédbffice angulaire(i,,)- g, soit environ 31,5° avec

q=10°.
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A gauche, arc-en-ciel secondaire. A droite, figextraite de « I'Optique » de Newton (paru en 1704),
décrivant le phénomene de I'arc-en-ciel.

4. Un arc-en-ciel secondaire est parfois observdessus de l'arc-en-ciel principal : il S’intergregn
supposant (voir figure de gauche précédente) qudurdaére du Soleil effectue une réflexion
supplémentaire a I'intérieur de la goutte d’eau.

L’arc-en-ciel secondaire est situé plus haut (emvB2° au lieu de 41,5°), possede un étalementi@ngu
plus grand (égal a 4°) et est moins intense (env#®% de l'intensité de I'arc-en-ciel principal)arP
ailleurs, I'ordre des couleurs est inversé : legmapparaissant a I'intérieur et le violet a I'edetér.

9) Forme de la Terre : (Statique des fluides)

Au milieu du XVIII ¢ siécle, le mathématicien Clairaut démontre queeiae a la forme d’un ellipsoide
de révolution, c’est-a-dire d’'un corps dont lesory équatoriaux et polaire n’ont pas la méme loague
En effet, du fait de sa rotation propre et de Beatce de la force centrifuge plus forte a I'équiatpie
dans les régions polaires, la Terre se défornle nadst plus sphérique mais est aplatie aux péles.

Pour tenter de voir I'influence de la rotation deTlerre sur sa propre forme, on adopte le modélarsit

la déformation de la Terre, liée a sa rotation prppst suffisamment petite pour admettre que d&ngh

de gravitation en un point M situé a la distande icentre O de la Terre reste celui de la Terrérighe

et homogéne (de masse volumique constantie masse Met de rayon moyen4R De plus, on admettra
gu’en premiére approximation, on peut trouver lanf® de la Terre en considérant qu’elle se comporte
comme un corps fluide.

Données : M; =6.10** kg, R; =6400km et G=667.10"''SI (constante de la gravitation
universelle).

1. Indiguer clairement sur un dessin les référemtiéliocentrique, géocentrique et terrestre. @uedt,
dans le référentiel géocentrique, la période datitot propre de la Terre (appelée jour sidéralp@uoi
différe-t-elle 1égérement de 1 jour ? Calculeritesse de rotatiow/ de la Terre dans ce référentiel.

2. On admettra dans la suite des calculs que éeendtiel géocentrique est galiléen et on se platana le
référentiel terrestre. La forme de la Terre posdadsymétrie de révolution (voir figure suivantelaur
de I'axe de rotation (Oz). On considérera alorssdarsuite uniqguement un point M intérieur a lar&eat
placé dans un plan quelconque (Oyz) contenant (Om).note

P(y,z) la pression qui régne au point M. z A
W
a) Quelles sont les forces agissant sur un volumeedtré en M ? b
On exprimera le résultat en fonction des coordosicéetésiennes y M (y,z)
etz de M et de r = OM. ¢ /
r
b) Déterminer la pression P(y,z) qui regne au pbintn fonction 5 >
de y et z. On noteoHa pression au centre O. Soit IR pression y

atmosphérique en tout point de la surface terrebtomtrer que la
ligne isobare a la surface de la Terre dans le (yr) est une
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ellipse d’équation :
y?la*+z%/c?=1
Déterminer littéralement a et c.

¢) En faisant des approximations légitimes, calclle a- ¢ en fonction de R M, G et la vitesse
angulaireW de rotation propre de la Terre, puis I'aplatisseirfe= (a- c) / c. (On donne le volume de
I'ellipsoide terrestre :ga’c / 3).

Solution ;

1. Le référentiel héliocentrique (ou référentielkpler) est lié au centre d'inertie S du Soleih:repére
associé a ce référentiel est centré sur S et posgés axes liés aux directions de trois étoiles
suffisamment éloignées pour pouvoir étre considécéenme fixes. C'est un référentiel galiléen avee u
tres bonne approximation. Le référentiel

géocentrique peut étre défini par l'intermédiaire __ _——__ __
d’'un de ses repéres ayant comme origine le ce B
d’inertie T de la Terre et les trois mémes axes

le repere choisi plus haut pour le référent Référentiel
héliocentrique. Ce référentiel sera considéré o heéliocentrique __
cet exercice comme étant galiléen el .
approximation.

Référentiel
- géocentrique  Référentie
= terrestre

Le référentiel terrestre, lié a la Terre, est ani Soleil

d’'un mouvement de rotation par rapport a I'axe

des pobles qui est incliné d’'un angle d@3° par rapport a la normale a I'écliptique (planl'ddipse
trajectoire de la Terre autour du Soleil). Ce réféiel sera considéré comme non galiléen danstia del
I'exercice.

Le jour solaire (soit 24 h) est défini comme
la durée nécessaire pour qu'un méme point t+24h
de la Terre revienne face au Soleil. Si I'on é Q)
prend en compte la rotation propre de la Rotation
Terre dans le référentiel géocentrique, de
période égale T#24 l le point A (voir
figure) pour lequel a I'instant t le Soleil était B 4
au zénith se retrouvera, «le lendemain », %
dans la méme position au bout d'un

intervalle de temps 24 h = TBt, ou Dt (exprimé en heure) s’obtient en écrivant de denaniéres
différentes I'anglea défini sur la figure :a =w (24h) =WD { ouw désigne la vitesse angulaire orbitale

de la Terre autour du Soleil 8 la vitesse angulaire de rotation propre de la élefn supposant
Dt <<24h :

Terre a I'instant

Soleil propre

Terre a I'instant t

Dt=24" 524 24
W © 36524

La durée d’une rotation propre de la Terre seracdtmn23h56 min, soit86160 s : la vitesse angulaire
correspondante est alov§= 2p /86160= 7,310 °rads™*.

=6610%h»4min  (etDt<<24 h)

2-a) On se limite & I'étude d'un volume élémentaiteé dans le plan (Oyz). Ce volume de masse
rdt, est soumis dans le référentiel terrestre aug fovces :
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_ G(rdt)M,

R3
3
sphérique et homogéne) sur la masdte zZ A
W
- La force d'inertie centrifuge due au mouvement 2 b gradPdt
rotation propre de la Terre, qui peut s'écr ]

(rdt)Wyu, .

®
- La force résultante de pression qui vaygradP)dt .

b) La massedt est a I'équilibre dans le référentiel terrestia, gonséquent :

—G(rdt)M r+(rdt)Wyu, + - (gradP)dt =0
2
®
Soit : gradP = - Lr+rWyu,
T
® 1P P . I
Dans le plan (Oyz)gradP:ﬂ—uy +.ﬂ—uZ etr=yu, +zu,. Il vient, en projection :
y z
P__ &My y+rWy=-r GI\QT -WPy et ®_. Grl\s/lT z
iy R$ R iz R3
Soit encore :
3
E:-r GMgT 1- RYW y et E=-rGM3Tz
0% R= GM, 1z R3

La 1°®équation donne, par intégration :

3
P(y,z)=-rGM3T 1- W1 2+f(z)
RE ~ GM;

r, qui représente la force gravitationnelle exengéele reste de la Terre (supposée ici

ou f(z) désigne une fonction inconnue de la sealéable z ; en dérivant partiellement par rapport a

I'expression précédente et en l'identifiant avexpression d§P/ zi-dessus, il vient :

GM GM
f'@)=-r—+z dou f()=-r ~ _—T ;zz +K  (ou K est une constante)

T T
Par conséquent, la pression P(y,z) devient :

3
Ply,2)= -t GMr R3IW Voo r GMr
2R% GM; 2RY

En notantP, = P(0,0)la pression au centre de la Terker= P, et ainsi :

GM R3W? GM
P(y,2)=-r 2R3T 1- T 2o —-

2
y z° + R
3 GM, 2R3

La ligne isobare a la surface de la Terre, surdgua pression est constante et égalg, &drifie ainsi

I’équation en coordonnées cartésiennes :

GM R3W? GM
r 3T 1- T yz +r 3T
2R3 GM, 2R3

z2°=P,- P

a

Ou encore :
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2 2

y z _

B\\2 ¥ oM. L
®, - P,) (CMr o Ry ® - F’a)/r 7
2R} GM, 2Ry

On reconnait I'équation cartésienne d’une ellipseehtre O, d’axe focal (Oy) et dont les longueues c
du demi grand-axe et demi petit-axe vérifient reipement :

GM RIW GM
a®=P,- R)/r—3 1- et c*=F-P)/r—
2RE ~ GM, 2R?

Par symétrie autour de I'axe (Oz), on déduit quedeme d’'équilibre de la Terre est un ellipsoide d
rayons équatoriaux tous deux égaux a a et de faglaire c.

c) La masse de la Terre ne doit pas dépendre dwelmapggométrique choisi pour décrire le globe
terrestre ; par conséquent, puisque la masse voplatierrestre est supposée constante, il y a @gatite
le volume d’une sphére de rayon & le volume de I'ellipsoide obtenu a la quespogcédente, soit :

ng$ =§pa2c ouencore RS =a’c?

En utilisant les expressions précédentes’a de ¢, on obtient :

3 2
(GMr R3IW?

Py- )= RS
( 0 a) 2R$ GMT T
D’ou I'expression suivante di®, - P,) :
2/3
RIW GM
- P)= 1 RN OV
GM, 2R,

qui permet alors d’obtenir les relations suivaiuesr a et c :
1/6

R3W? R3W?
u R; et c=1-—
GM; GM;

1/3

a= 1- R+

Le rapport R3W?/GM, (ordre de grandeur du rapport de la force cemfeifusur la force
gravitationnelle) est petit devant 1 (il vaB510?), par conséquent :

1/6 1/3

3 . 3 3 3
1 R3IW 14l R3IW ot 1. R3W? ,1 1 R3IW
GM, 6 GM, GM, 3 GM,
L'expression de a, puis celle de ¢, deviennenidmant :
R3IW? R3IW R3IW
a» Ry 1+ 1Ry et c»R; 1- 1Ry (au ¥ ordre en——)
6 GM; 3 GM, GM;
D et I'aplatissement f s’en déduisent :
3 3 3
D=a- c;»lRTW2 Ry et f =2 C»ERTWZ (au f' ordre enﬂ)
GM, c 2 GM, GM,

Numériquement D» 111 knetf » 1,710% »1/ 580,

Par rotation autour de l'axe (Oz), on génére uipsaide de révolution, légérement aplati aux pbles
(c<Ry) et renflé au niveau de I'équateun* R;). Des calculs plus complexes, prenant en compte

notamment la dépendance de la force de gravitai@t la latitude, sont néanmoins nécessaires pour
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aboutir a I'expression théorique de « I'ellipsoide référence » qui est la forme théorique du globe
terrestre qui épouse le plus parfaitement poskilfi@rme réelle de la Terre. Cet ellipsoide esind@fr :

- son rayon équatorial, noté a : a = 6 378,160 km.

- son aplatissement, noté f, défini pdr= (@- ¢)/c=1/298 24 c est le rayon polaire.

Le rayon polaire ¢ est de I'ordre de ¢ = 6 357 kmgui correspond a une différence de 21 km eatre |
rayon polaire et le rayon équatorial (soit uneé&téhce relative de 0,3%). La forme mathématiquesegui
rapproche au mieux de la forme de la Terre n'estuyn& sphére mais n’en est pas trés éloignée !

10) Expérience de Richardt : (Thermodynamique)

La méthode de Ruchardt permet de déterminer leoragp G-/ C, des capacités thermiques d’'un gaz
parfait a pression et a volume constants, en atu@iair figure) le mouvement d’'une bille dans wie

en verre. La bille métallique, de diametre tréssivoide celui du tube, se comporte comme un piston
étanche. On néglige les frottements. Lorsqu’'ondaehbille dans le tube de section s, on obserge de
oscillations autour d’'une position d’équilibre. r@thode consiste & mesurer la période des osmilti

de la bille dans le tube ou, ce qui est équivalenpériodet des oscillations de la pression de l'air
contenu a l'intérieur de la bouteille. Pour cela,emregistre la pression a I'aide d’'un capteur msgion
pendant> 25 s. L'air est assimilé a un gaz parfait.

On note x la position du centre de la bille a kamd t (I'origine x = 0 est choisie a la positioéguilibre
de la bille) ; T et P désignent la température giression de I'air a I'intérieur de la bouteille.

Données: m=20g (masse de la billey,=R bar et §=293 K (pression et température de lair
atmosphérique), s = 2 cn(section intérieure du tube), g = 9,8 if.champ de pesanteur terrestre) et
Vo =10 L (volume total, pour x = 0).

0 T Tu Air atmosphérique
5y (To,Po)

Bouteille de
0L

Air (gaz

parfait)

Capteur de
pression

(T.P)

1. Citer quelques exemples de méthodes de mesei@ession.

2. En appliquant le théoréme du centre d’inertia Bille, établir 'équation différentielle du moement
de la bille. Quelle est la pressiog, B I'équilibre ?

3. D’un point de vue thermodynamique, les compoesset détentes du gaz a l'intérieur de la boeteill
sont considérées comme pratiquement réversiblasliabatiques. Les écarts de pression et de volume
étant faibles, on approxime dV par-W, = sx et dP par P Ps, En déduire alors P P, en fonction de

X.

4. Déterminer I'équation différentielle vérifiéerda variable x. Quelle est la périotieles oscillations de
pression ? On mesute= 1,2 s. Déterminer la valeur geCommenter la valeur obtenue. Quels peuvent
étre les problémes d’ordre expérimental rencortrés
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Solution :

1) Les méthodes de mesures de pressions sontimdzeuses et different selon le domaine de pression
que l'on veut mesurer (qui peut s'étendre des lsagsessions,»10 ' baraux hautes pressions,

by

»10% bar). La mesure des pressions moyennes (quelquesndisiéde bar & quelques bars) peut
s'effectuer a partir de manométres a dénivellatjonconsistent a équilibrer une colonne de liquldes
barométres anéroides (c’est-a-dire sans liquidengtitent également la mesure de ces pressions. La
surpression (ou la dépression) a mesurer produitrsel membrane métallique élastique une déformation
plus ou moins grande, que I'on amplifie par un &yt de leviers qui agit, par exemple, sur une kegui
indicatrice. C’est un instrument a lecture direét@lonné par comparaison avec un barométre a ngercu
Les barométres vendus dans le commerce sont tigergdases sur ce principe.

Afin de réaliser un capteur de pression pouvaiet @titisé dans I'expérience proposée dans cet ieegrc

il est nécessaire de transformer I'effet d’'une @inte de pression en un signal électrique pougtmet
acquis par un ordinateur. L'utilisation d'une «geule contrainte » permet de réaliser un tel captene
jauge de contrainte est constituée d’'un dépdt semilucteur placé sur un substrat mince. Soumisea un
surpressiorDP, le substrat se déforme entrainant une variagorésistance de la jauge, fonctiondie

qui peut étre mesurée par l'intermédiaire par exemjun pont de Wheastone. Aprés étalonnage du pont
on peut en déduirBP a partir d’'une simple mesure de résistance.

Manomeétre anéroide (a gauche) et manometre emmgiga droite) : I'élément sensible est une capsul
dont les déformations élastiques, en fonction demtrons de pression, sont amplifiées. La capssile
reliée a un stylet encreur qui laisse une insaipsiur une feuille millimétrée effectuant un tour
hebdomadaire.

Certains corps piézo-électrigues comme le quantzpemple, peuvent étre utilisés comme capteurs de
pressions ; en effet, I'apparition d’une tensioecéique aux bornes de ces corps par applicationed’
contrainte DP, surpression ou dépression (effet piézo-éleajiqpeut étre mesurée et fournir, aprés
étalonnage préalable, une mesur®ge

2. Le théoréme du centre d’inertie appliqué a Iee llans le référentiel du laboratoire supposélésii
s’écrit ma=mg+f +f,, aveca=xu, (accélération de la bille)ng=- mgu, et ouf etf, désignent
les forces de pression exercées respectivementafradans la bouteille et I'air atmosphérique dar

bille. La force exercée par I'un des deux gazdains la bouteille ou air atmosphérique) est, emapde
la forme (Pression).(Section du tube). Ce résatalémontre de la maniéere suivante :

La demi-sphére supérieur8)(est soumise, toute entiere, a la pression atnéosple B. La force exercée
par I'air atmosphérique s’écrit alors :
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(S |, Air a la
o ] ] pression B
ou n est le vecteur unitaire normal a dS, orienté Vertérieur n

de ). Par raison de symétrig, est paralléle au vecteur unitaire ds

u, . Il suffit donc d'intégrer la seule coordonnéeosel’axe r
(Ox), qui vaut : So | P

S

fo=f,u,=-P, dSnu, Ble
(S) Tube

Or, dSnu, représente l'aire de la projection dS’ de la tefa 1
élémentaire dS sur le plan équatorip) fle la bille. Comme

dS=s, il vient finalementf, =- P, s Par conséquent, en
()

projection sur I'axe (Ox), on obtient finalemeréduation différentielle du mouvement de la bille :

mx =-mg+Ps- Pys  soit mx=sP- (P, +mg/s)
A T'equilibre, x =0 et la pression & vaut P,, =P, + mg /s; I'équation précédente peut alors s’écrire
sous la forme :

mx ={P- Péq)

Le termes(P- Péq) apparait comme une force de rappel ; en effesgler la bille est au dessus de sa
position d’équilibre O, la forces(P- Péq)<0, tendant a ramener la bille vers O. Lorsque Ik gkt en
dessous de sa position d’equilibre, aIs(B- Péq)> 0 et la bille est de nouveau attirée vers O.
3. On suppose que la bille oscille suffisammenidepent pour que I'air compris dans la bouteillaitn’
pas le temps de recevoir de transfert thermiquka gart de I'extérieur (mais néanmoins suffisamment

lentement pour que cette transformation puisse @&rsidérée comme étant réversible !). Au bout du
compte, la transformation est considérée comme batiipe réversible (soit isentropique). Par

conséquent, la loi de Laplace est applicable etis’®V* = Péqvg, ou encore, sous forme différentielle :

dP dv
— 4+ g—= 0
P \%
Si I'on assimile dV a sx et dPR- Peq alors, au voisinage dey)ét de Ry:
P- P,
T, 20 soit P- Py :-gzPéq
Péq Vo Vo
4. L’équation différentielle du mouvement de ldébdevient alors :
2
S S sX . S"Peq
x=—I\P-P,]J=— - g—P, soit XxX=- X
m( eq) m gVO ed g mv,

C'est I'équation différentielle caractéristique d'u oscillateur harmonique de pulsation

W, :,/gszPéq/mVO et de périodet =2p/w, =2p,/mV, /grszPéOI . Le coefficientg s’exprime donc en

fonction de la période mesurée des oscillationgrdssion dans la bouteille :
_4pPmV, _ 4p*mV,
t’s’P,, t*s* (P, +mg/s)

Application numérique : on trouve» 136 a valeur expérimentale obtenue est conforme \éalaur
théorique attendue (soit=7/5= 24our I'air qui est composé de molécules diatorag(dioxygéne
et diazote).
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La méthode expérimentale proposée dans cet exeacit® développée initialement par le physicien
Richardt en 1929. Cette méthode a ses limitesllearepose sur trois hypothéses (gaz assimilé gaan
parfait, frottements négligeables entre la billdeetube de la bouteille et transformations adigoas
réversibles du gaz) qui ne sont pas nécessairewgeifiices. Néanmoins, elle fut améliorée dans les
années qui suivirent et permit alors d'obtenir s tons résultats expérimentaux proches des atsult
théoriques attendus comme, par exemgle], pbar I'argon (gaz monoatomiqued,=1, 4@bur

I'air et ¢ =1,300 pour le dioxyde de carbone (gaz triatomique).

11) Centrale thermo — solaire & accumulation : (Th@&nodynamique)

Le principe d’'une centrale thermo-solaire est leamnt : le rayonnement solaire, concentré par @amadr
miroir sphérique, apporte de I'énergie thermiquéna chaudiére qui sert de source chaude a un moteur
ditherme entrainant un générateur électrique.

On admet qu’au niveau du sol, une surf8aarientée perpendiculairement aux rayons sola&esit; du
Soleil, une puissance par rayonnemené@ale ap,S, ol p, =1 kW.m™ 2.

1. Etude de la concentration du rayonnement sald&@reoncentration du rayonnement solaire estséal
par un grand miroir sphérique concave, de sommeteScentre C, de rayon de courb&g =CS, et de
rayon d’ouverture c (le rayon d’ouverture est lgora de base de la calotte sphérique effectivement
réfléchissante). Ce miroir est orientable, si liele le centre S du Soleil est constamment situéur
axe principal (Cx). On se place dans les conditmn&auss. On donng R40 metc = 5,6 m.

Y

Vers le
centre S du mmm ————— — e — W T >
Soleil c So X

\4

Miroir

La photographie représente féfbur solaire francgais (dispositif dont I'élément
essentiel est un miroir concave qui concentreylermaement solaire et permet
d’obtenir des températures tres élevées, a usggeimental ou industriel)

construit en 1947 a Mont-Louis, dans les Pyrénéestales.

a) Sur la figure, ne sont représentés que des sgyaralléles a I'axe optique. Exprimer en fonctieng
(rayon du Soleil) et D (distance Soleil-Terre) tlimaison maximalea par rapport a I'axe optique des
rayons tombant sur le miroir. Faire I'applicatiammérique, aveag =7,1.108m et D =150.10"m.

b) Préciser la position du plan (P) sur lequel @anéra I'image géométrique du Soleil et réaliser la
construction géométrique de cette image. Quel est rayon a’'? Le miroir étant parfaitement
réfléchissant, quelle est la puissance rayonng@nédente sur le plan (P) au niveau de l'image du
Soleil ? On néglige la faible partie du faisceazident qui aura été arrétée avant réflexion par (P)

2. (P) est en fait la paroi d'une chaudiére (Chtda température Jest constante et qui joue le réle de
source chaude pour un moteur ditherme dont la sofioide est I'atmosphére de températuse e
moteur, supposé fonctionner de maniére réversiigiue contindment alors que (P) n’est éclairéegar
Soleil quenviron 1/ 3 du temps, soit 8 heures jpar. La chaudiere (Ch) doit donc stocker I'énergi
thermique durant 'insolation afin de pouvoir Iastiguer la nuit (et la puissance fournie par le enotest
constante).

37



Pour ce faire, (Ch) est constituée d’'une masse W diélange solide-liquide d’'un méme corps pur (du
nitrate de potassium) : on suppose que ce mélaraaeéa pression constante et que sa température es
constante égale a la températuge=T740 K de I'équilibre solide-liquide. On note ta masse de liquide

dans (Ch). L’enthalpie massique de fusion de cpscpur est notée. ( ¢ =26.10°Jkg ™).

Sur une journée, toute I'énergie thermique regueSdieil par (Ch) est intégralement transférée au
moteur.

a) Quelle est la puissance thermique moyenndéoBrnie par (Ch) au moteur en fonction de?PEn
déduire la puissance mécanique moyenpeimoteur en fonction de;PT, et Tc.

b) En effectuant pendant I'intervalle de temps dithilan d’enthalpie sur (Ch), déterminer la vadati
dm_/ dt de la masse de liquide en fonction deeP ., d’'une part durant I'insolation et d’autre parr$io

insolation. On suppose que l'insolation a lieu gliehnement entre les dates 8 h et 16 h. Donnkuréa
du graphe de nft) entre les dates 0 h et 24 h. Déterminer la emassimale de nitrate de potassium que
doit contenir (Ch) pour assurer une températyreohstante.

Solution :

1-a) Les rayons d’inclinaison maximale provienndet la périphérie du Soleil ; par conséquent, en
assimilant (voir figure ci-dessous) I'anglea tara, il vient :

a»ag/D=4710"%rad=163

b) Le Soleil est un objet situé a
l'infini ; son image se forme dans le X >
plan focal image du miroir sphérique RN a/ \

(le foyer F se trouvant au milieu du . f
segment C§. La figure ci-contre centreSdu s 1 - - "3ec T
précise la construction géométrique Soleil :
de I'image du Soleil.

Le rayon de limage du Soleil est
a=aR,/2=asR, /2D » 95cm et

la puissance rayonnée par le Soleil et recue pardadiére vauP, =p,(pc?) =985 kW

2-a) La figure suivante précise les notations indata la
machine réversible ditherme de Carnot ainsi réalisg
désigne la puissance thermique fournie au systéruef
qui subit le cycle B> 0, - P, (avec B, >0

Source chaudecT,
(chaudiére

représente la puissance fournie au systéme derfalpa l Pc
moteur, autrement dit,Pest la puissance mécanique du Svere
. . . steme
moteur et enfin,- B, (R, >0) symbolise la puissance_ :ﬂ][} therm?)/dynamique
- Py \

thermique fournie par I'atmosphére au systéme dluice q“'if;ﬁfet”e te
rendement r du moteur ainsi constitué et fonctiohmz e
maniére réversible est : - P

— IDM =1 h .

- -4 Source froide T

PC TC

La puissance moyenne fournie lors d’'une journéelgar
chaudiére est :

P = énergigayonnégarleSoleilpendan24h _8h.P; _1 P

K 24h 24h 3 %

La puissance moyenne fournie par le moteur s’emitiéd
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T
P, =rP. :% 1- T—O =
C

b) Le nitrate de potassium subit une transformaéiopression constante ; par conséquent, le transfer
thermique recu par ce systéme est égal a sa earidignthalpie. On suppose que les échanges deuchal
se font suffisamment lentement pour que le changemfiétat solide ® liquide puisse étre considéré

comme réversible et rtt) désigne la masse de nitrate de potassium koaikinstant t.

- Bilan enthalpique lors de I'insolation (par exemmntre 8 h et 16 h) :

d
Instant t, r (t) liquide L Instant + dt, m(t) + dmr(t) liquide

M- my(t) solide M- (m(t) + dm (t)) solide

Le transfert thermiquelQ. recu par la chaudiere (et entierement cédé aataitte potassium) pendant
I'intervalle de temps dt estiQ. =P;dt- (P; /3)dt=(2/3)P; dtLa variation d’enthalpie lors de la
fusion de la masse dt) de nitrate de potassium solide eét=dm, (t) . En écrivant quelH =dQ,
on aboutit finalement a :
dm, () _2 Pe
dt 3 ¢
- Bilan enthalpique hors insolation (entre O h atf@uis entre 16 h et 24 h) :

>0

Le transfert thermique est désormais egal(. =- (P; /3) . REr un méme bilan enthalpique que
précédemment, on obtient :
dm, (1) __ 1Py _
dt 3 ¢

C’est le caractéere exothermique du changement tdligfaide® solide qui permet de récupérer de
I'énergie thermique qui peut étre ensuite cédémateur et le faire fonctionner méme hors insolation

0

mu(t) 4 _ Hors
Insolation insolatior
f_H f A

0 8 16 24 8 16 t(h)

L’allure du graphe donnant ift) est donnée ci-dessus. La masse mininmalede nitrate de potassium

Y R . . . , : 2P
doit étre égale a la mas$an, de solide qui fond lors de linsolation, seit =Dm =§—RDt, avec
F

Dt=8h.
Numériquement, aveB, =985 kWt .= 2610°Jkg!, m = 7310%kg.
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12) Le piege de Penning : (Electrostatique)

Dans les années 1970, le physicien H.G. Dehmadtssi a isoler un électron dans un « piege », appel
« piege de Penning », dont I'étude est

proposée dans cet exercice. La z Lignes de champ

conception de tels pieges a particul s
(ions ou électrons) de plus en ph ; Couvercle
performants permettaient de réaliser ¢

mesures de spectroscopie (comme

r,n,esure du moment (nagn,ét_ique Arresiide cuivre ol ameaudecive

I'électron par exemple) trés précises. >y
. . . \

L'allure du piége de Penning est précis

sur la figure ci-contre; O désigne |_ Couverde Joint isolant

centre du piége et I'on choisit le repere N

galiléen (Oxyz) défini sur la figure. N _ _ _
Piége de Penning et lignes de champ (figure exeaie

Un électron placé au point M, de charge « L'anatomie des atomes », Jean Hladik, Collection
- e et de masse m, a pour coordonnées Pesprit des sciences, Ellipses).

®
(x,y,z). On noter =OM, r =+/x? +y? ; pour les applications numériques, on doene1,6.10 °C et
m =91.10"3kg .

1. A l'aide délectrodes chargées de géométrie enable, on réalise alors dans le piege un champ
électrostatique quadripolaire dérivant du potentigl) :

V(r)=V(x,y,z) =2\;—02(x2 +y? - 222)

ou d > 0 est une longueur caractéristique du systiélectrodes et 3> 0.

a) Tracer les graphes de I'énergie potentielle Uhc&lectron dans ce champ électrostatique, d’'une pa
dans le plan (Oxy) en fonction de et d'autre part sur I'axe (Oz) en fonction deCanclure sur les
mouvements possibles de I'électron.

b) Exprimer la force= a laquelle est soumis I'électron.

2. On appelle désormais mouvement longitudinal '@kdtron la projection sur I'axe (Oz) de son
mouvement et mouvement transverse la projectiofeguian (Oxy) du mouvement.

a) Montrer que, dans le champ précédent, le mouveinegitudinal est périodique et déterminer sa
pulsationw,. Calculerw, la période T et la fréquenca, associées, pourg\= 10V et d =4 mm.

b) Déterminer le mouvement transverse en utilighntnouveau le paramétig. L'amplitude de ce
mouvement est-elle bornée ?

3. On superpose au champ électrique quadripolairtheamp magnétiquB constant, uniforme et dirigé
selon (Oz). On notey, =eB / m la pulsation cyclotron. Pour les applications nriquées, on prendra

B=6T.

a) Quelle est la nature du mouvement longitudinal ?

b) Ecrire les équations du mouvement transversaitdisant les parametres; et w.. Introduire la
fonction complexe du tempX(t) = x(t) +iy(t) et résoudre I'équation différentielle satisfait@r pX(t).

Montrer que le mouvement transverse est le comgesfeux mouvements périodiques de pulsatidgs
etwy (avec par conventiow . > wy) que I'on déterminera en fonction de etw;, (on utilisera le fait que
wy / W << 1). Calculer numériquement. etwy et les comparer &, etw,.
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c) Afin de déterminer l'allure de la trajectoire bélectron dans le piége, on suppose que la pégtic
était, a la date t = 0, immobile au point de coardms A (a,0,a), avec a > 0. Déterminer, en fonatio
temps, les coordonnées x(t), y(t) et z(t) de I'ttaT puis tracer I'allure de sa trajectoire.

Solution :
1-a) L'énergie potentielle d'un électron edt(r)=-eV (rPans le plan (Oxy), elle s'écrit

U(r)=- (eV, /2d*)r ? et le long de I'axe (0z)U(z) = (eV, /d*)z*. Les graphes de ces deux fonctions
sont représentés ci-dessous :

eV, eV

w0 5 ue)

0 ; ; : : r

(unités arbitraires) 180

-20

160
40 +

T40
-60 T

T20
-80 |

- 10 - 5 0 ‘5 ‘ lOZ
(unités arbitraires)
La figure ci-dessous représente cette fois I'alldeel’énergie potentielldJ(r ,zen fonction des deux

variablesr et z (avea et z exprimées la encore en unités arbitrairea tbupe respective de cette
surface, dans les plang= Puis r = 0 permet de retrouver l'allure des deux courbesétac

précédemment.

u(r,2)=- ;21/2 (r2 - 222)

L’allure de la surface obtenue ressemble a une skl cheval retournée ! On peut encore comparer
'origine O a un refuge de montagne : le refuge siigté a un minimum d’énergie potentielle (ici, de
pesanteur) par rapport aux hautes montagnes engintes, mais par contre a un maximum d’énergie
potentielle vis-a-vis de la vallée située en cdrdee!

Au bout du compte, le mouvement de I'électron sélmxe (Oz) (mouvement longitudinal) conduit a un
mouvement limité autour de 'origine O, alors geemouvement transverse (dans le plan (Oxy)) est lui
non borné.

b) La force subie par I'électron est=-e , BU le champ électrostatique créé par le dispostiit

®
E =- gradV . Par conséquent :
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® mw T w eV,
F=egradV = —u, +—u, +—u, =—>=Ixu, +yu, - 2zu
g ﬂX X ﬂy y ﬂZ z d2 ( X y y Z)

2-a) Le principe fondamental de la dynamique, @odia I'électron dans le référentiel galiléen (Qxyz
s'écrit, en notant d'accélération de I'électron :

mazed—\go(xuX +yu, - 22uz)

Par conséquent, en projection sur la directionitadmale (Oz) :
eV, , eV,
-—Z soit z=- >
d md
On reconnait I'équation différentielle caractégeg d'un oscillateur harmonique, de pulsation
W, =4/2eV,/md® , de périodeT, =2p/w, et de fréquence, =w, /2p.

Numériquement w, = 4710°rads™*, T, = 1310 °s etn, = 7510 Hz.

mz= V4

b) Le principe fondamental, en projection sur bessy(Ox) et (Oy) conduit & :

eV, _w eV, _w
= X=—=X et = ==
md? 2 Y md? =7y

La 1°®équation admet la solution générale de la forme :

X

W W,
12 72

La coordonné selon (Ox) de I'électron n’est dons parnée t%m¥ X(t) =+¥ | si X,> 0 par exemple !) ;

X=X,exp+—=t +X,exp - (Xo et Xy, constantes d’intégration)

il en est de méme pour la coordonnée y. Finalementmouvement transverse ne conduit pas a un
mouvement stable. L’allure des lignes de champigjirggks sur la figure donnée dans I'’énoncé permet en
effet d’expliquer ce dernier résultat : si I'élemir est initialement situé en O par exemple, unrlége
déplacement le long de l'axe (Oz) dans le sendipésit apparaitre une force de rappel qui ramaner
I'électron vers sa position d’équilibre. Le raisenment est le méme si I'électron se déplace vdradecn
restant toujours le long de I'axe (0Oz). Par cordid’glectron s'écarte de I'axe (Oz), I'allure diges de
champs montre alors que la particule est soumiseedorce qui I'éloigne de maniére inéluctable’drd

(Oz) : par conséquent, la position d’équilibre em’&st pas une position d’équilibre stable. Onaete
ainsi les conclusions obtenues, a la question,(&-partir de considérations énergétiques.

3-a) La force magnétiqueF, =-evU ,Bne posséde pas de coordonnée selon laxe (Oa); p
conséquent, le mouvement longitudinal est inchatgéste donc de nature harmonique (voir quesfen (
a)).

b) En présence de la force magnétique, le prinfdpdamental de la dynamique appliqué a I'électron
devient :

V, .
ma:%(xux +yu, - 22uz)- evUBu,

Avec v=xu, +yu, +zu,, il vient, en projection sur les axes (Ox) et (Oy)

wp w;
X=—=X- WY et y=7y+wcx
On poseX (t) = x(t) +iy(t), qui est alors solution de I'’équation différerigel
2

X - iw X - SEX =0
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Cette équation différentielle admet des solutioms tgoe exp(rt), ou r est solution de I'équation

caractéristique :
2

. w
r-iw,r- —==0
2
Le discriminanD de cette équation di*degré est :
2wy

2
C

D=-w?+2w? =-w: 1-

La pulsation cyclotron w, vaut w, =eB/m=10510%rads™* ; par conséquent, le rapport

w, /w, = 44610 * <<1 et D< 0. Les racinesiret i, de 'équation caractéristique peuvent alors stécri
sous la forme :

2 1/2 2 1/2
. . L . . L
wg +iwg 1- — we - 1w, 1- —
C C
= et r,=
! 2 ? 2
Comme w? /w?<< 1 on simplifie ces expressions en effectuant le ettopement limité de
2 1/2 2
L W A
1- — »1- — | par conséquent :
WC WC
2 2
: w, . W
r»iw, 1- —& et r,»i—-
C C
L'expression de la solution(® devenant alors :
2 2
. w, . W
X(t)=Aexpiw, 1- —= t +Bexpi_—-t
2w 2w,

ou A et B désignent deux constantes d'intégra@opriori complexes. Le mouvement transverse apparait
bien comme le composé de deux mouvements péricldgipulsations :
. w? 2
W, =W, 1- — »w, et wy =—-=10510°rads™
C C

Numeériquement, on constate que les différentesapois définies (appelées respectivement pulsation
magnétron, pulsation longitudinale et pulsation layon) sont telles que :

w,, =10510° <<w, = 4,710° <<w_ =105.10%rads™*.
¢) A llinstant initial t = 0, X(0) =a et X(0) =0, par conséquent, avec :
X(t) =Aexpliwt)+Bexpliw,t) et X(t)=iAw, expliw.t)+iBw,, exdiw,t)
Il vient :
A+B=a et iAw,+iBw, =0
Soit finalement :
Wi Wi

A= a»-
Wy - W, W,

W
a et B=-——C_a»a

c

D’ou I'expression de la variable compleXgt) :

X(t) =- VV\:/—M aexpliw,t) + aexpliw,, t)

c

Puis celles de x(t) et de y(t) :
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x(t)=A¢gx(t)=a - VV\:/—MCOS(NCt) +cos,, t)

y(t) =Im[x (1) =a - VV\:/—Msin(Wct) +sinwy, t)

c

Enfin, avec a l'instant initiak(0) = at z(0) = O, il vient, pour la coordonnée z :
z(t) =acosfv, t)

En rappelant quev, >>w,, et en remarquant que :

2

. w
[x(t) - acosw, t)]* +[y(1) - asingw, t]* = = a
WC

Le mouvement transverse de [I'électron peut \;ouvement AZ
s'interpréter comme un mouvement circulaire de mayQmagnétron »v) B
a(w,, /w,), de pulsation cyclotrorw, et de centre le /

point O’ de coordonnées(acosfv, t),asin(w,, t))
tournant «lentement » autour de lorigine O a la Mouvement

pulsation magnétrom,, . «transverse »
(@] (W)

L'allure du mouvement final de [I'électron, y
superposition de ce mouvement transverse et du
mouvement longitudinal harmonique de pulsatign,

est donnée sur la figure ci-contre, dans laquedke | X Mouvement

amplitudes des différents mouvements ainsi que les « cyclotron » )

valeurs des pulsations ont été modifiées pour dagan

de lisibilite !

Le champ magnétique dirigé selon (Oz), induisantmouvement de rotation autour de l'axe (Oz)
compense ainsi I'effet de la force électrostatiqueétait de repousser I'électron de I'axe (O& plege
de Penning permet ainsi de confiner I'électron dansspace relativement réduit autour de I'origine

13) Etude d’'une diode a jonction : (Electrostatiqui

Lorsque deux semi-conducteurs de types différerdgs W sont accolés (figures ci-dessous), les pteu
majoritaires des deux régions, de signe électraprdraire, s'attirent (phénomeéne de diffusion). g\in
dans le cristal dopé N qui a perdu quelques ursedetlectrons, apparait prés de la jonction unegeha
volumique positive, alors que de l'autre c6té dgolaction, dans le cristal dopé P, se développe au
contraire une charge volumique négative. Ces charggeuvent se recombiner puisqu’elles sont iées
réseau cristallin et qu’elles ne sont pas libres.

La barriére de potentiel qui se crée alors au miwd& la jonction (encore appelée tension de staitl)
cesser ensuite cette diffusion. Une telle joncReN est appelée diode & semi-conducteurs. Lesiptépr
qui en résultent sont a la base de la caractarestigs transistors et de tous les circuits intégrés

Le but de cet exercice est d’'étudier cette distitibude charges électriques non nulle qui appaait
niveau de la jonction, dans une région appeléae de charges ».
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Zone de charges
Electron libre

Oo0oo0OO|—=—=—-

Zone (P) 0002_.;__:/
neutre | OO O O |= = =

000 O |==== [Zone(N) -
neutre
9@ OO0 |===-— R
« Trou » libre Zone (P) Zone (N)
neutre neutre
Avant diffusion Apreés diffusion

1. On considére un plan infini d’équation z = Ortaot une densité surfacique de chargesnstante. Ce
plan est plongé dans un milieu quasi isolant dagsdl la permittivité électrique du vidg doit étre
simplement remplacée, notamment dans I'expressiché&bréme de Gauss pour le champ électrique, par
le produit e, , oue est la permittivité relative du milieu considéBéterminer le champ électrique en

un point M quelconque de I'espace créé par ceipfani.

2. On se place dans le germanium, de permittigif@ive e, et on suppose que la densité volumique de
charges , autour d’une jonction située dans le plan z & Dallure suivante :

r A
r2
z<-L;:r=0
L -Li1<z<0:r=r1<0
0 L, 7 O0<z<ly:r=r,>0
L,<z:r=0
r1

La jonction est suffisamment large pour supposerlgulistribution de charges est totalement inwégia
par toute translation dans le plan (Oxy).

a) Sachant que la distribution de charges est totent neutre, établir la relation vérifiée par Ly, r
etro,.

b) Déterminer le champ électrique(M) en tout point M de I'espace. Représenter graphieune la
valeur algébrique du champ électrique en fonctiea.d

¢) En déduire le potentiel électrostatique V(M). €hoisira I'origine des potentiels dans le plan @ =
Donner I'expression de la différence de potentigkeltre deux points situés de part et d’autre deiee

de charges.

3. La région (z > 0) a été dopée N avec de l'aritim@¢Sb) & raison de N 1,6.10°* atomes Sb par
tandis que la région (z < 0) a été dopée P avdmdr (B) avec un nombre d’atomes par unité de velum
N; >> N,. On admet que, dans la zone de charges, chaque &b est ionisé en ShLes électrons ainsi
libérés traversent spontanément le plan (z = @Qhatjue atome B situé dans la zone de charges wapte
électron, se transformant ainsi en ion B

a) En déduire ; etr, en fonction de Net N.

b) Le systéme ainsi constitué est une diode aimmcont la tension seuil est voisine dg ¥n déduire
une expression approchée de la largede la zone de charges. Application numériquecutatd. On
donne : \{=0,3 V,e, = 8,84.10 Sl,e = 16 et e = 1,6.10° C.
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Solution :

1. Soit un point Q guelconque de I'espace ; larihistion de charges sur le plar) €tant invariante par
translation selon les axes (Ox) et (Oy), le chateptéque di a ce plan ne dépend pas des coordennée
et y de Q. Il suffit donc de calculer le

champ en un point M situé sur l'axe z

(Oz), de cote z. Tous les plans EM) = E@u,] Oy2)
contenant l'axe (Oz) (et donc le point & IV o SV,

M) sont plans de symétrie positive /&

pour la répartition de charges ; ainsi, le )

champ électrique en M, inclus dans u, 1 Flan &
tous ces plans, est finalement porté par _— - >y
I'axe (Oz), soit E(M)=E(z)u,. Par (s >0)

ailleurs, le plan (Oxy) est un plan de _
symétrie positive pour la répartition de © x/ M2 St =59
charges, par conséquent les champs \_/. _

aux points M(z) et MY{z) sont J E(M’) =- E(M)

symétriques I'un de l'autre par rapport
au plan (Oxy). Autrement dig(M) =- E(M [so0it E(- 2) =- E(2).

Le théoreme de Gauss permet de déterminer le chanppint M. Soit () le cylindre de hauteur 2z, de
section transverse (S) et dont les bases passelespgaoints M(z) et MY z), alors (voir figure) :

1
O E(M)ndS= (SUint)
(© €o€;

(n désignant le vecteur unitaire normal a la surti&et dirigé vers I'extérieur).

- F =O E(M).ndS, flux sortant du champ a traverg yaut :
©
F =E(M).(Su,) + E(M").(- Su,) = (E(2)u,).(Su,) + (- E(2) u,).(- Su,) = 25E(2)
- (Sq;, ) » somme des charges contenues dansst : (Sq;, ) =Ss .

Par conséquent :

E(z):Z: soit EM)=—>_u, (etE(M')=- —>

z
o™~r 2Or 0™~r

2-a) La distribution de charges étant globalementne,r ,L, =-r,L,.

u,)

b) Le champ en un point quelconque de I'espacerasire porté par I'axe (Oz) et, comme a la question
précédente, il suffit de s'intéresser au champ en pwint M de l'axe (Oz), que l'on note

E(M)=E(M)u, =E(2)u,.

En un point extérieur (en Mou en M,
voir figure) a la zone de charges, le cha =1 dz > ds, =r,dz
électrique est équivalent a celui créé par - -

une succession de plans infinis chargés
collés les uns aux autres, de densités
surfaciquesds, =r, dztds, =r,dz Le

Ly L,

champ résultant au point dpar exemple_M: Ms
est, en vertu du principe de superposition - L: 0 Lz z
et en utilisant le résultat de la question
Q):
<>
dz dz
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° r,dz L2 1 ,dz 1
u, + u, =

r,L,+r,L,Ju
L2608 = o 2648 ° 2eoer( Ju.

E(M;) =

Par conséquent, en utilisant la condition de nétdérélectrique de la jonctionE(M ;) = .0l en est de
méme pour le point ¥ E(M ,) =0 : le champ électrique est ainsi nul en dehorsaid®he de charges.
Soit le point M compris dans la zone chargeg; le théoreme de Gauss permet d’écrire, en prenant

comme surface de Gauss un cylindre d’axe (Oz), ohase de gauche contient Bt dont la base de
droite (voir figure de gauche, ci-dessous) se teadans la zone ou le champ est nul :

1
E(M).(- Su;) = (B(M,) u,).(- Su,) =- SEM,) =—(r4(L, - 2)9)
o~r
T . — — 2(L )
D'ou : E(M,)=E(2)=- o (0<z<L,)
o~r
I—l L2
r:<0 T,>0 {E@)
- .Ll 0 I;Z
\/ ’
by r,L
E(O 7= 2-2
z 0= 0 €o&;
L,+2z L,- 2z

Soit désormais le point Mcompris dans la zone chargée de la méme maniere :

E(M,).(SU,) = (E(M,)u,)(Su,) = SEM) = ——(ry(L, + 29

o~r
Alors :

ey =e@) =" (L <z<0)
o*r
La représentation graphique de E(z) est donnéadigure de droite ci-dessus : on remarque (pes@ri
des répartitions volumiques de charges) que le presnhcontinu ez= 0

c) Le potentiel électrostatique V(z) se détermifune part & partir de la relation intrinseque erére

®
champ et le potentiek =- gradV =- (dV /dz) u, et d’autre part a partir de la continuité du ptedren
z=L, etz=-L,. On obtient alors, en imposant au potentiel l@wahulle dans le plan= 0

V(z)=2;2 @L,- 2z (0<z<L,)

o~r

V(z)=- 2L, +zz  (-L,<z<0)

Oer
r,L2 rL2
V@ =—22% (z>L,) et V(@=—1 (z<-Ly)
2eye, 2eye,
La différence de potentiel Mentre deux points situés de part et d’autre deofee de charges devient
alors, avec de plus,L, =-r,L,
_roly rild r,l,

L,+L
2e.e,  2e,e, 2eoer( 2 *+L1)

0
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3-a) On a immédiatemenmt, =-eN, etr, =eN, (avec|r l| >>r1,).

BN

b) La condition de neutralité électrique de la jaom, r,L, =-r L, conduit, commer,|>>r,, &
L, <<L,. Par conséquent, la largeur de la zone de chamessensiblementd=L,+L,»L,. Par
conséquent :

Vy » r, 42 soit dy» 2e.e.V, _ 2e,e.V, = 058mm
2eqe, rs, eN,

14) Le modele atomique de Thomson : (Electrostatiag)

Apres les travaux de chimistes comme Lavoisiedggi d’atome devint communément admise au sein de
la communauté scientifigue. Cependant, I'atomeadtiémistes conservait son caractére insécable. Duran
la seconde moitié du XIXsiécle, un ensemble de découvertes (comme cedleay®ns cathodiques)
semblaient indiquer I'existence de grains d’éledtide charge négative dans la matiére que I'onma
électrons.

D’ou pouvaient bien provenir les électrons ? Négiesment de la matiére dans laquelle on les obgerva
J.J. Thomson émit I'hnypothése qu’ils étaient consedans les atomes. Comme par ailleurs les atomes
étaient électriguement neutres, il en conclut egederniers possédaient une charge positive glaitga
en valeur absolue, celle des électrons. Il propmsanodele qu’il surnomma lui-méme « plum pudding
model » ou « pudding au raisin ». Les atomes, s&lbnThomson étaient constitués d’'une sphéreelein

uniformément chargée positivement dont le rayorit éta I'ordre de10°® cm et d'électrons qui

pouvaient vibrer librement a I'intérieur de la sph@ositive. Le nombre d’électrons devait satisfdér
neutralité électrique de I'atome.

Ce modele tres simple permit de rendre compte eimgiht de certaines propriétés des ondes
électromagnétiqgues dans la matiére, notamment désomenes de dispersion et de diffusion de la
lumiére ; mais malgré des premiers résultats eagmants, il était incapable d’expliquer toutesréess

du spectre d’émission de I'hydrogene. Par ailledesnombreuses interrogations restaient en suspens,
tout particulierement au sujet de la nature dedéiare de la sphére positive, ses dimensionsdgiaité

de la charge. L'expérience de Rutherford, qui nmtévidence la constitution réelle de la matiére,
essentiellement lacunaire, sonna le glas du madeteique de Thomson.

Electrons

Sphére positive Nuage électronique (orbitale) pour le premier niveau
d’énergie (état 1s) de 'atome d’hydrogene

L’atome vu par le modele de Thomson (a gauche) eatome décrit par la mécanique quantique (a droite) cette derniere
nous renvoie I'image d’'un électron délocalisé dordn ne peut connaitre que la probabilité de présence matérialisée »
par un nuage de probabilité (les orbitales atomiqug) entourant le noyau.
On utilise dans cet exercice le modele de Thomsodfatbme d’hydrogéne dans lequel I'électron saué
point M, de masse m et de charge, se déplace dans le champ électrostatique dorpreprésenté par
une distribution volumique sphériqgue de charge$otmie de rayon a et de centre O. L’électron reste
toujours a une distance du protor OM < a.

Données :m=91.10"%kg ; e=16.10'C ; a=5.10"m ; 1/4pg, =9.10°SI ( ,, permittivité du
vide).
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1-a) Montrer qu’en I'absence de champ extérieumtrivement de I'électron est celui d’'un oscillateur
harmonique dont on exprimera la fréquenpoenffonction de e, a, m et

b) La plus petite fréquence observée a I'époques dan spectre de I'hydrogéne atomique était
foin =460 THz = 460.10"2Hz . En déduire une valeur numériqug,amajorant a et donnant I'ordre de
grandeur du rayon du noyau. Conclure.

2. L’atome d’hydrogéne est désormais placé danshamp électrique uniforme paralléle & I'axe (Ox),
E, =-Equ, (avecE, >0), ou O désigne le centre de la sphére de Thontsélectron est supposé ne
pouvoir se déplacer que sur I'axe (Ox).

a) Montrer que I'électron posséde une position uildare stable a condition que, Eérifie une inégalité
que I'on précisera. Déterminer I'abscisggde la position d’équilibre, en fonction de a, geEs,.

b) Montrer que l'atome d’hydrogene est équivalentradipble électrostatique de moment dipolaire
p = ga,E, . Exprimerag (polarisabilité de I'atome d’hydrogéne) en fonotide a.

Solution :

1-a) En I'absence de champ extérieur, I'électroesn’soumis qu'au champ électriqie créé par la
distribution volumique censée représenter le proo@ champ est radial et s’obtient en écrivant le
théoréme de Gauss appliqué a une sphére de ceftentde de I'atome d’hydrogéne) et de rayona,
notéeS(O, r) (oun=u, estle vecteur unitaire normal a dS dirigé vesstérieur) :

Sq; .

O  Ends=m gt 4pr2E(r):i i1'pr3r
s(o.n) € g 3

ol r désigne la densité volumique de charges, égale &/4pa’. Ainsi, le champ peut s'écrire, sous

forme vectorielle :

E = E(r)u, =4i © 1 e r

pega® ' 4pe, a®
Le principe fondamental appliqué a I'électron dénséférentiel lié au proton, supposé galiléencrifé
alors :
2 2 2
e
md—zr:-eE:- © S =- kr  (aveck = 3
dt 4peya 4peya

L'électron est donc soumis a une force de rappelpgrtionnelle au déplacement représenté ici par le
vecteurr . L'électron effectue ainsi des oscillations siridstes autour de sa position d’équilibre (située

en O) de pulsatiomnv, =+ k/m et de frequence :

w, 1 e’

°"2p  2p\ 4pe,md®
b) Numériquement, la valeur maximalg,adu rayon a du proton est ainsi :

1 2 1 1/3
€ = 3110 °m» 03nm

4pe, m 4p3f2

min

amax

La taille d'un noyau d’hydrogéne est actuellemestineée a quelques Fermi (ou fentomeétres), soit

»10°m ! Les charges positives sont ainsi beaucoup ptusentrées au sein du noyau que ne le
prévoyait le modele de Thomson.

2-a) Dans le référentiel galiléen du proton (sugpsijours immobile), I'électron est désormais sisum
aux deux forces eE(M )et - eE,. Par conséquent, la position d’équilibre de I'élec correspond a
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E(M) +E, =0, soit en normeE(M) = E,. Si K est supérieur a la valeur maximale du champ audei

proton, soit e/4pe,a®, il n'existe pas de position d’équilibre. Par aentlorsqueE, £ e/4pe,a’, la

position d’équilibre ¥, (X, £ @, I'électron ne sort pas du noyau !) est donnée par

3
1 ixé =E, soit Xg - 4peod”
4pe, a® a e
Le graphe suivant permet de montrer, de maniérktafiige, que cette position d’équilibre est staptmn
effet, si I'électron s’écarte légérement de sa tposid'équilibre d’'une quantité dx > 0 par exemgk,
champ du proton augmente et I'électron est alotsné® a une force de rappel le ramenant vers sa
position d'équilibre. De méme, pour dx <0, le clpadu proton diminue et le champ extérieur devient
alors prépondérant, ramenant de nouveau I'électigs sa position d'équilibre ! L'électron, soumis
globalement a une force de rappel, se trouve a@s dne position d’équilibre stable.

Eo

Proton

b) Vue de loin, la répartition volumique de chargeprésentant le

proton est équivalente a une charge ponctuekieplacée au centre O. Eo
L’atome est bien alors équivalent a un dipdle, eride de deux charges €
ponctuelles+e en O et- e au point M, et dont le moment dipolaire o (+€) P M- €)
vaut p=e(Xg,)(- Uy ) = - €XgqU, . AVEC X ¢, = (4pe,a® Ie)E,, il vient : —_ >

Uy —w-—>
Xeq

X
p =-4pe,a’E,u, =4pe,a’E,

Le moment dipolaire peut s’écrire sous la formes eja E,, avec a, (polarisabilité de I'atome

d’hydrogéne) égale a, =4pa® et homogéne & un volume. On remarque en effetaglest égale au

triple du volume de I'atome ; les résultats expéritaux confirment bien I'ordre de grandeur obteansd
le cadre ici d’'un modéle historique aujourd’huirb@ésuet !

15) Lévitation par interaction électrostatique : (Hectrostatique)

Le dispositif étudié comporte deux disques (A) B} (étalliques horizontaux, de méme axe vertical
(02), d’épaisseurs négligeables et de rayons atetshque b << a. Le disque (A) est fixe et ceptréO ;

il est relié a un générateur de tension électiigstatde fém V. Pour un point P appartenant a I'axe (Oz),
on définit le demi-angle au sommetdu céne de sommet P, s’appuyant sur le contoutisijue (A).
Dans ['état initial, le disque (B) est posé surdisque (A) et les deux disques sont ainsi en contac
électrique.
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(@]
) o> s Tvo
‘ =1,

a

1. On admet que la distribution des charges suti@s est uniforme et égalesasur chacune des faces

du systeme ainsi constitué et I'on s'intéresse @tergiel électrique V puis au champ électrictiecréé
par ce systeme.

a) Déterminer le potentiel V le long de I'axe (G=) fonction de z. En déduire la valeur de la dénsit
surfaciques en fonction notamment de, ¢t de a.

b) Exprimer le champ électriqué le long de I'axe (Oz) au point P, en fonctionsiet de z, puis en
fonction des et dea. Tracer le graphe de la valeur algébrique E(z3tthmp en fonction de z, pour z > 0.

¢) Au voisinage de I'axe (Oz), déterminer, par aggion du théoreme de Gauss a un petit cylindage’
(Oz) et de rayon r << a, la coordonnée radialelle champ électrique en fonction de r et z, puis en
fonction de r et.

d) Par application du théoreme de superpositioteraéner les champs électriques, et E; créés, en
un point de I'axe (Oz), respectivement par lesutsA) et (B).

2. On s’intéresse désormais au décollage du petjtid (B), dont la masse est m, I'épaisseur efaibke

(e << b) et la masse volumique La tension Y délivrée par le générateur augmente progressivieanen
partir de la tension nulle. Le point G est le cemu disque (B), initialement pratiquement confoadac
I'origine O.

a) Déterminer la condition sagr, puis sur V4, pour que le décollage soit possible. On naté&a\tension de
seuil ainsi définie. Calculer avec e =02mm, a=10cm, r =8.10%kg.m™3, g=98ms™? et

1/ 4pe, =9.10° SI.

b) Aprés décollage, la tension reste fixée a4 @n admet que les charges surfaciques prennent une
distribution uniforme sur chacun des deux disquegie le disque (B) reste perpendiculaire a I'a@e)(
Déterminer la position d’équilibre du disque (By $axe (Oz). Discuter la stabilité de cet équiédors

de déplacements le long de (0z).

¢) Quelle est la force appliqguée au disque (B)does a partir de sa position d'équilibre définie
précédemment, le disque s’écarte de I'axe (Oz)nsele translation de vecteug perpendiculaire a
I'axe (Oz) ? Exprimer le résultat en fonction dg &, b etr; . Que dire de la stabilité de I'équilibre du
disque (B) ?

Solution :

1-a) Le potentiel élémentaire dV(P) créé par ungamne circulaire comprise entre les cercles déreen
- . ] 1 2sdS . _ 2s  2prdr

O et de rayons r et r + dr (voir figure) au poirgg® : dV (P) = ,ou:dv(P)=

4pe, PM 4pey /72 412

Le potentiel résultant créé par tout le disque@ntP est par conséquent :
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Soit finalement V (P) =V (z) =~ 22 +a? - 7|
€
Le potentiel pour z =0 (a la surface des disqessdoncV, =as /e, ; d’'ou I'expression de la densité

surfaciques =e,V, /a

b) La relation intrinsequé = - g;@adv =-(dV /dz) u, permet d'affirmer que le champ en un point situé
sur I'axe (Oz) est porté par cet axe. De plusJa@ pontenant les deux disques étant un plan détsigm
positive pour la répartition de charges, les chasgipstriques aux points P(+ z) et PZ), symétriques
I'un de l'autre par rapport a ce plap‘j, sont également symétriques par rapport a ce. [Pan
conséquent,E(-z) =- E(2) Il suffit donc de déterminer I'expression E duaotp pour z >0, qui

s’obtient a partir de :

E
E:_d_vz_ii 22+a2_z (Z)A
dz dz e,
. s /e
Soit finalement (Pour z > 0) :
S z
E=—1- ——
€  VJz?+a?
Soit encore, avecosa =z/+vz? +a? : o) >z
E :i(l- cosa) Représentation graphique de E(z),
e
] ] ° pour z > 0. 2
c) Le point P, qui n'est plus sur I'axe (Oz), a
pour coordonnées cylindrique’®(r,q ,zvec r << a. Le plan contenant le point
P et I'axe (Oz) est un plap{) pour la répartition de charges ; par conséquent, E,(z+dz0)u,
champ électrique est contenu dans ce plan et rgesionc pas de coordonnée /r_\
orthoradiale. Comme la répartition de charges esplds invariante seloq, il ) <_/
peut finalement s’écrire sous la forme :
l"ll’
E=E, (r,z2)u, +E,(z,n)u, dz N\

Le théoréme de Gauss appliqué a un petit cylintoeedOz) et de rayon r << a,
ne contenant pas de charges intérieures, permetird’é@ue le flux sortant de
cette surface fermée doit étre nul ; par conséquent

A

E,[(z0)u,

2prdzE, (r,2z) + pr°E, (z +dz,0)- pr°E, (z0)=0

Soit :

0 dou Er(r,z):-Lm
2 dz

En utilisant I'expression du champ sur I'axe (Ok)amue a la question (1-b), il vient :

2prE, (r,z)dz+ pr? Wdz =

s a’r S I . s
= _sin*a

E (r,2) = =
(02 2€, (a2+22)3/2 2€, a

d) Le disque (B) est chargé en surface uniquemergasface supérieure avec la densité surfaciquee
champ E(z) créé par ce disque au point P situé sur I'stealors, par analogie avec le résultat obtenu a
la question (1-b) :
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Ep(@)=— 1- 2

26y \z2 +b?

Le champ K(z) créé en P par le disque (A) s’obtient en apgalig le théoreme de superposition des
champs électrostatiques :

(Pour z > 0)

s z s z
E,2=E@-E;(@=— 1- - 1-
g T ey Jzira?r 26 2 ap?
Soit :E, (2) = S 43 ! 2 z (Pour z > 0)

26y 28 \22+p? 7% +a?
2-a) Le disque (B), posé sur le disque (A), possadiarge totaley, =s(pb® Pt est donc soumis a la
force électriquef; =qgE, (0" )exercée par le disque chargé (&), (0° désignant le champ électrique
créé par le disque (A) quand z tend vers 0 paruvalpositives. Par conséquent, le disque (B) pourra
décoller lorsque cette force devient supérieurayame, au poids du disque, autrement dit si :
dsEa,(0%)2 (repb®)g

2

Avec E,,(0")=s/2e, (voir question précédente), il vient :25—3 reg d’'ou
, e
s3s,=,/2ereg
. . s.a . 2re
La tension de seuil Mest alors V, =—2 soit V,=a 9 =188kV
€o €o

b) Apres décollage du disque (B), le générateumibau disque (A) des charges électriques de seltee
que la densité devienne de nouveau égalesar les deux faces du disque (A). Le champ crééate
(Oz) par le disque (A) est donc désormais identigueelui calculé a la question (1-b). La condition
d’équilibre du disque (B), obtenue a la catg ge traduit alors par la relation :
, reg_ s
(repb?)g=(s,pb?)E(zs) SOt E(ze)=—2=—=
S, 2e,
Connaissant I'expression de E(z) obtenue a la mureét-b), il vient finalement :

s. s Z .
E@Ze)=—>=—21- —— dou z,, =

a

26, & ,lzéq +a? “ V3
Soientqg =spb? et m=repb” la charge et la masse du disque (B) ; lorsgeez,,, qzE(2) > mg et
pourz>z,,, qgE(z) <mg. Globalement, le disque (B) est bien soumis, degted’autre de la position

d’équilibre z, a une force de rappel qui a tendance a le ramamsrsa position d’équilibre : autrement
dit, I'équilibre du disque est stable.

c) Si le disque (B) s’écarte de I'axe (Oz) a paitrsa position d’équilibresz la coordonnée radiale du
champ créé par le disque (A) intervient et le dés(i) subit alors la force radiale :
s2pb?>  a’ry, 33 s2pb?

2€, (a2 +z§q)3/2 16 2

fr = (S Spr) Er (rizéq) = G

En fonction de V,=s.ale,, il vient finalement ['expression vectorielle dea |force:
3 pb®e
r = 3\/_ p 3 . V32 I’.G
16 a
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Cette force est centrifuge et tend & éloigner deiéna inéluctable le disque de I'axe (Oz) : I'édrié du
disque (B) est donc instable vis-a-vis de mouveménatnsverses (c'est-a-dire perpendiculaires &l'ax

(02)).

16) Régulation automatique de température, utilisabn d’'une thermistance : (Electricité)

Une thermistance est une résistance sensibleeinigérature. On trouve deux types de thermistansies :
la résistance augmente avec la température, lantstance est alors dite a coefficient de tempéeatur
positif (CTP). Si la résistance diminue avec lagénature, elle est alors dite a coefficient de t&rajre
négatif (CTN).

Les thermistances sont souvent utilisées dans dedages liés a la mesure et a la régulation en
température, comme le montre cet exercice.

1. Une thermistance est constituée d’'un semi-caedugsilicium) dont la résistance R est fonctienla
température selon la loi R=Aexp(B/T), ou A Btsont des constantes caractéristiques de la
thermistance (on donne B =6 492 K) et T la tenfpéeaabsolue exprimée en Kelvin. A la température
To =300,0 K, la résistance de la thermistance gst RL5,0W.

a) Exprimer R en fonction de,/B, T et Tr. Représenter dans le domaine de tempéraf@résK,325 K
I'allure de la courbe R(T).

b) Autour de T =300,0 K, la température de la thermistance pauer trés légérement d#l (avec
|dT| << Tp). Montrer que R varie alors dR = RadT et exprimer a en fonction de B ef. Talculer a
avec quatre chiffres significatifs.

2. La résistance de la thermistance est mesurée wveohmmeétre numérique. Sur le calibre le plus
approprié, a ¢, I'affichage obtenu est 115W. On considérera que la variation d’'une unité diniée
chiffre affiché (« un digit ») correspond a la phetite variation de résistance qui peut étre déteavec
cet onmmetre. Quelle est la plus petite variatientempérature que I'on peut déceler autour g& T
Effectuer I'application numérique.

3. La thermistance est intégrée au circuit préssmtda figure (a). E est la fém constante d’'unégéteur
idéal de tension, r est une résistance de M0J(a tension u aux bornes de r est mesurée a l@dide
voltmétre numérique (V).

Thermistance
. =1 A ,—,4
Thermistance R X
C /L D
Uas
— R —{"]

AR

P
E

Figure (a) Figure (b)
a) Quel est I'ordre de grandeur de la résistanegra d'un voltmeétre numérique ?

b) Exprimer la tension u en fonction de r, R etlBrsque la température de la thermistance est
To = 300,0 K, le voltmétre, sur le calibre le plupegprié, affiche la valeurgsuivante : 4,651 V. Quelle
est la valeur numérique de E ?

¢) La variation du dernier chiffre (« un digit »reespond a la plus petite variatidm de tension qui peut
étre mesurée avec ce voltmetre. Quelle est, dansarrlitions, la plus petite variation de tempéradil
de la thermistance que I'on peut déceler autour,dexprimée en fonction didu, r, R, U et a). Effectuer
I'application numérique.
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4. La thermistance est désormais intégrée au tideula figure (b) précédente. Le voltmétre numéeiq
(V) a une résistance supposeée infinie, X est umsistance ajustable, les deux résistancesydRent
100,0W. La fém E du générateur idéal de tension vautQly,0

a) Exprimer la tension,g aux bornes du voltmeétre, en fonction de R, X et E.

b) Lorsque la température de la thermistance gst300,0 K, on regle la valeur de la résistance X, a
pour que la tensionp soit nulle. Calculer X Pour les questions qui suivent, on ne modifies géu
valeur de X = X.

c) Autour de T, la température de la thermistance variefleMontrer que la tensionagl peut s’écrire
Uag = KdT. Exprimer K en fonction de E et a.

d) Lorsque la température de la thermistance g¢st300,0 K, le voltmétre sur le calibre le plus sible
affiche 00,00 mV. Quelle est la plus petite vadatde températurdT de la thermistance que I'on peut
détecter dans ces conditions autour de 300 K ?

e) Pourquoi, dans ce montage, avec le méme voknggie dans le montage précédent, a-t-on obtenu ce
résultat ?

Solution :

1-a) En effectuant le rapport membres & membres desx équationsR=AexpB/ T)et
R, =AexpB/T,), on obtientR(T) = R,exgB(L/T- 1/T,)). L'allure de la courbe R(T) est donnée
ci-dessous :

A R(W)
0

80

700
Résistance de la thermistance en

600 fonction de la température

(entre 275 et 325 K)
500

400
300
200

100
T(K)
>

280 285 290 295 300 305 310 315 320

b) Si I'on assimile les faibles variations de tenapéredT et de résistancaR a des différentielles dT et
dR, alors, avedn(R)=In(A)+B/ TdR/R=-BdT/T2. Soit, au voisinage de la températugepdur
laquelle la résistance vaug R

dR:-%ROdT:aROdT avec a:-%:-7,213102K‘1
T; T

La variationdR de la résistance de la thermistance aurait puédaluée différemment. Par exemple, en
calculant la différencelR = R(T, +dT) - R(T,) directement a partir de la relation donnant R@eaue

a la question précédente et en effectuant un dépefoent limité au voisinage de la températureCEtte
méthode, plus longue que la méthode basée surldel adifférentiel, est certainement bien moins
élégante !

2. La plus petite variation de résistance détept#d’ohmmetre estiR = +0,1W ; la plus petite variation
correspondante de températdiequi pourra étre mesurée est aldis= dR / aR, = 0,012 K.
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3-a) La résistance interne d’'un voltmétre numérigstede I'ordre de 1 M. On pourra dans la suite la
considérer comme infinie.

b) La régle du diviseur de tension permet d’écrre (r /(r + R)) E. Connaissant Ret w, on déduit la
fémE :

E=(r+Ry)/r)u, =10V
c) Le voltmétre peut mesurer une variation de tansiinimale du = 0,001V , associée a une variation
de la résistance de la thermistance égalR.r :

R=rEl— r donc dR=- rEd—lzJ soit dR=—rEd—l2J
u u Ug
Avec dR =aR,dT, il vient finalement :dT = - Liiéuz +0,0056K .
Ro a ug

4-a) Le dipble branché entre les points C et D tinesun pont de Wheastone. Soiemt =u., et
Ug, =Ucg les tensions respectives aux bornes de la themastet de la résistance &tuee dans la

branche (CB) u,s =- Ui +Ug . Larégle du diviseur de tension donne :
ug =(R/AR+X))E et ug =(Ry/(R,+R)E=E/2

X-R
X+R

. 1
Par conséquent : Ups =3

b) Lorsque ws = 0 a la température, Tle pont de Wheastone est « équilibré Xy X, =R, =1150W.

c) La tension ps peut encore s’écrire :

_1 2X, _
Uag 1+ P —
2 Xy +R (R+X,)

1

Au voisinage de J; on obtient, avec R=p& Ry: du,g =u,s =-E dR. Avec dR=aR,dT, on

0

aboutit finalement ai g =- aTEdT (ainsiK =-ak /4).

d) La tension minimale que I'on peut mesurer asuig = +001 mV, ce qui correspond a une variation
de températur@T =u,; /K =-4u,, /aE=+5610° K

e) La méthode de mesure utilisant le pont de Whaasest incontestablement la plus sensible ; elle
repose en effet sur une méthode « de zéro » pouelle le voltmétre peut étre utilisé sur un caelib
extrémement sensible puisqu’il sert & mesurer@esidns pratiquement nulles.

Par allleurs, cette tensiongucorrespondant au déséquilibre du pont de Wheagteneservir de signal
de contréle d'une installation de régulation de gémature ; sa valeur absolue donne I'écart a la
température de référence €t son signe donne le sens d'évolution de la teatpee. Ce montage
utilisant un pont de Wheastone constitue alorgéenger élément d’une chaine électronique de réigulat
automatique de température.
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17) Filtre a structure de Rauch : (Electricité)

On étudie dans cet exercice un filtre du secondeobésé sur la structure de Rauch. L'amplificateur
opérationnel utilisé est idéal et fonctionne eriméglinéaire. On se place en régime permanent gidak
de pulsatiorw, en utilisant la notation complexe.

1. Déterminer de maniere qualitative la natureilthe fétudié.

2. Etablir 'expression de la fonction de transtetplexeH(jw) =v, /v, du filtre. MettreH(jw) sous

une forme normalisée, dans laquelle interviennempillsationw, la pulsation de résonaneg, le facteur
de qualité Q et un gain statique. lonner les expressions dg Q et H en fonction de R R,, Rs et C.

3. Déterminer les pulsations de coupwiestw, (avecw, < w, ) du filtre. Calculer la bande passabie

yuiiie ol BRI

Vi R>

777777

4. Les résistances;RR, et R sont des potentiométres dont on peut faire vaxetinment la valeur
entre 0 et 100W. Montrer alors que les caractéristiques du filteeivent étre choisies indépendamment
les unes des autres. On veut obtenir une bandeargassomprise entre les fréquences 300 Hz et
3400 Hz. Déterminer les valeurs numériqguesmleDw et Q. Calculer le coefficient §| sachant que

R, =4R; . Calculer R, R; et R pour C =100 nF .

5. Quelles sont les raisons qui conduisent & aharsitel circuit pour filtrer plutdét qu’un circupassif
(RLC)?

6. Exprimer I'impédance d’entrée du montage a pddiH(jw), Ry, Rs, C etw. Quelle est 'impédance
de sortie du filtre ? Dessiner le schéma équivalerfiltre.

7. Proposer un montage qui, placé en entrée, peaitete rendre 'impédance d’entrée du filtre imd.

Solution :

1. A basse pulsation, les condensateurs sont dgotsa des fils coupés ; par conséquent, I'intértans
la résistance Rest nécessairement nulle et ainsj=0. A haute pulsation, les condensateurs sont

équivalents a des fils de résistance pratiquematie.nPar suite,v, =v, =e =e" =0 (e ete’

désignent les tensions aux bornes des entréesse@uss et non inverseuse de I'amplificateur getev
potentiel de A par rapport a la masse). Ce fileecemporte, de maniere qualitative, comme un filtre
passe-bande.

2. L’amplificateur opérationnel fonctionne en régitméaire, par conséquerd; =e* = . Par ailleurs,
la loi des noeuds écrite en termes de potentietagiat’écrire, respectivement aux nceuds A'et E

L v =ty riowy, - v,) iCwy, et jCwy, = (-v,)
Rl RZ R3

Par conséquent :

R . R
v, = h oy RO, - 20y,

vy - Vs - v
JCRyw R, JCR;w R,

Soit :
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. v jCR,w
H(j) =2 =
-t 1+ -1 +2jR,Cw- R,R,C*W?
RZ
Ou encore :
n
2Rijig) MRz gy RiRz g ooz
Rl + RZ Rl + RZ
On reconnait une forme normalisée d'un filtre pdsmede du second ordre :
1w
. Qw,
H(jw) =- H, —
1 woow
I+ —— - —
Qw, wg
R; 1 _ RiR, 1 R;R,

Avec:Hozl—, =—12 R.C’et==2—1"2 Cw,.
2R, w; R;*R, Q R;i*+R;

. . . . . 1w .
En divisant le numérateur et le dénominateur deriation de transfert paf——, on obtient une autre
0
expression normalisée de la fonction de trangdurs commode & manipuler mathématiquement :

1
RTA
W, w

H(jw) = - Hy

1+jQ
Le gain du filtre, module de la fonction de tramsést :

1

2
\/1+Q2 W _Wo

W, W

G(w) =|H(jw)| =H,q

Il est maximal a la résonance, obtenue posrw,, le gain valant alors

3. Les pulsations de coupung etw, sont telles que le gain du filtre est égal a dauramaximale (soit
Ho) divisée par\/z . Par conséquent, elles vérifient I'équation :

2

H .
G(W)=H0 1 =_0 soit Q2 ﬂ_% =1
woow, V2 Wo W
1+Q* —- -2
Q W, W
Les pulsationsv; etw, sont ainsi solution de :
W, W,
ﬂ__o :-1/Q ou ﬂ__o :1/Q
W, W W, W

La 1°® équation peut s'écriren’ +w,w/Q- w; = .0Elle admet, comme seule solution positive,

— W,/ Q+/W5/ Q% + 4w

! 2

. De méme, la " équation admet comme seule racine positive,
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Wy / Q +/W5 / Q% + 4w}
W, =
2
d’autant plus faible que le facteur de qualité @sind (la résonance est alors qualifiée d'aiguéjeet
s’écrire en fonction de £t de C, compte tenu des expressionaket de Q obtenues a la question (2) :

. La bande passante du filtre est alfw=w, - w, =w,/ ; @le est

Wo_ 2

" Q R4C
4. On fixe une valeur pour la capacité du condensgici, C=100nF). Alors, la valeur choisie poursR
détermine la valeur de la bande pass@vielLe gain H est ensuite fixé par la valeur de & enfin, la

pulsation de résonane® est ajustée par la donnée de: Res caractéristiques du filtre {Hv, et Dw)
peuvent bien étre choisies indépendamment lesdesautres.

Connaissantw, =1885rads’* et w, =21362rads’*, on déduit Dw=19477rads’*. Par ailleurs,
wW,W, =w5, d’oll w, =,/w,w, =6345rads™*. Le facteur de qualité est ensui@=w,/Dw=  08a
résonance est relativement floue !) et le gaincgtat sachant quR, =4R,, vautH, = 1/8

Valeurs des résistances: comm&=100 ,nFon détermine R;=2/CDw=1030W puis
R, =4R,; =4120W. L’expression dev, permet ensuite de calcules R

— Rl

" R,R,.CW2 -1
5. Un circuit série (RLC), lorsque la tension detiscest celle aux bornes de la résistance, comstih
filtre passe-bande passif, dont le gain vaut pulaation de résonance, =1/ JLC, le facteur de qualité

Lw,
Q=l LW __ 1 et la bande passanfew=R/ . Dans le cas d'une structure de Rauch, le
RVC R ROQw,

gain est réglable, les caractéristiques du filgavent étre choisies séparément par utilisatiosirdeles
potentiometres et enfin cette structure n'utiliss ple selfs qui sont des composants encombraptiet
reproductibles.

R, =5815W

6. Si i, désigne l'intensité du courant qui arrive, a &evla résistance;Rau nceud A ; 'impédance
d’entréez, du montage est alors définie par=v,/i,. Or:

_ 1 ) 1 1 .
= (a-v,) et jCwy, == (V) =- o H(WY,

1 3 3
Par conséquent :
=L e B0 gone g =i R
Rl JR3CVV Ly 1+M
JR5Cw

La tension de sortie vaut, =H(jw)v,, quelle que soit 'intensité du courant de sartia sortie se

comporte ainsi comme un générateur de tension,igéalr lequel 'impédance de sortie est nulle. Le
schéma équivalent de ce filtre est :

le— H(J'WMTC) Tyz

|
P

7. On peut insérer, a I'entrée du filtre, un moetdg type suiveur :
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[
‘ I C_|
| —
. D¥ |
R A
— 14 SA |
|
Vi Vo=V | R
A . Filtre_ _

La tension d’entrée;\est alors délivrée a courant nul (en effet, shpéificateur opérationnel est supposé
idéal, le courant qui rentre dans la bornee&t nul) et 'impédance d’entrée du montage Slera infinie.
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